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Executive Summary
This deliverable, which is the major output of task T2.3 in the work package WP2 of edgeFLEX,
describes the frequency control concepts and algorithms developed for future Virtual Power Plants
(VPPs) and Energy Communitys (ECs). These include a new theoretical concept for modeling,
estimation and control of frequency variations; a set of combined primary voltage-frequency con-
trol schemes for Distributed Energy Resources (DERs) and VPPs; an aggregated VPP model for
system-wide transient stability analysis studies; and a stochastic decentralized control strategy for
charging large fleets of Plug-in Electric Vehicles (PEVs). All algorithms are tested through computer-
based simulations according to the relevant scenarios defined in deliverable D2.1.
Revealing the meaning of frequency as well as the link between frequency and power variations at
the buses of modern power networks is an open research topic and an important problem for system
operators. The deliverable generalizes the concepts of the frequency divider and rate of change of
regulating power described in deliverable D2.2, to introduce a new quantity, namely, the Complex
Frequency (CF), The most significant property of the CF is its ability to give a more robust and clean
indication of frequency than the current state-of-art, especially to describe the behavior of frequency
variations at buses close to a disturbance. The proposed definition of CF is in accordance with the
commonly accepted definition of frequency and generalizes it.
A relevant aspect of DER and VPP regulation is the utilization of the active and reactive control loops
and which control signals are dedicated to which control objectives. In this vein, the deliverable
takes advantage of the theory on CF to present two control schemes. First, a technique is presented
based on a voltage feedback that improves the effectiveness of the Primary Frequency Control
(PFC) provided by DERs. This technique relies on remote bus voltage measurements and consists
in modifying the reference of the DER voltage control loop. Second, a combined control scheme
for DERs and VPPs is presented in which both active and reactive power injections are modified
to compensate both for frequency and voltage variations. An important aspect that impacts on the
effectiveness of both control schemes is the sensitivity of loads to voltage variations. Accordingly,
the deliverable also provides a novel approach to identify accurately and in real-time the parameters
of Voltage-Dependent Loads (VDLs).
The operation of the Distributed Generator (DG) units that compose a VPPmay rely either on a Grid-
Following (GFL) or Grid-Forming (GFM) control strategy. To be able to capture the effects of both
strategies on system-wide transient stability studies, the deliverable also proposes an aggregated
model that accurately reproduces the dynamic response of VPPs following a disturbance. The
proposed VPP model consists of a voltage source and a current source connected in parallel, with
a scope to emulate the respective synchronization transients of GFL and GFM-based DGs.
Finally, the deliverable studies the flexibility provision by ECs and provides an efficient algorithm
to control PEV chargers by dynamically allocating the available power in an optimized way and
without affecting the system stability. The proposed approach is based on an Additive-Increase-
Multiplicative-Decrease (AIMD) stochastic decentralized control strategy that manages the charging
of PEVs with little communication efforts, and is particularly suited for large numbers of PEVs.
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1. Introduction

1.1 Task 2.3: Frequency Control for Energy Communities with Future VPPs

This deliverable is the major output of task T2.3 in the work package WP2. The main goal of T2.3
is to define novel control concepts for VPPs. Two main approaches are considered. The first is a
fully decentralised approach based on a stochastic control approach which requires minimum com-
munications among distributed generation and Energy Storage Systems (ESSs) and guarantees
high scalability. The second approach is based on a hybrid centralised/decentralised control. The
centralised part of the control is run only at given times (e.g., every 5 minutes) and solves an optimi-
sation problem to properly allocate power and inertia reserves among the resources that compose
the VPP. With this aim, each resource has to communicate its current operating point (e.g., state
of charge), reserve and generation forecast for the next period to the VPP control centre. The
decentralised part of the control is based on a fast frequency control.

1.2 Objectives and Outline of the Deliverable

This deliverable aims at describing the frequency control algorithms developed for ECs with fu-
ture VPPs. A new theoretical concept that helps better understand and capture the frequency
variations in a power network is presented first. Second, two combined voltage-frequency control
schemes that efficiently utilize the active and reactive control loops of converter-based resources
are proposed. In practice, the performance and tuning of these control schemes depend on the
knowledge of the sensitivity of loads to voltage variations and thus, accurate formulas to capture
this sensitivity are also provided. Then, an aggregated dynamic model for VPPs consisting of both
GFL and GFM-based resources is developed. Finally, an efficient algorithm to control the charging
of large fleets of PEVs in an optimized and decentralized way is presented.

1.3 How to Read this Document

The frequency control concepts presented in this deliverable are tested based on the relevant sce-
narios and using the data and component models provided in deliverable D2.1. Note that the sce-
nario and model description in D2.1 has been revisited and proper modifications and updates are
provided in Sections A.1 and A.2 of this deliverable. We thus encourage the reader to go through
this document while referring in parallel, first, to the material presented in D2.1 and, second, to Sec-
tions A.1 and A.2 of the present deliverable, whenever relevant. Dependencies and links of task
T2.3 with other tasks within WP2, as well as of WP2 with other work packages from edgeFLEX,
including WP3, WP4, and WP5, are summarized in Figure 1.

1.4 Structure of the Deliverable

The remainder of this deliverable is organized as follows. Chapter 2 proposes the novel concept of
CF. Chapter 3 describes two combined voltage-frequency control schemes for DERs and VPPs,
as well as proper formulas to estimate the voltage-dependency of loads. Chapter 4 provides an
aggregated VPP model for system-wide transient stability studies. Chapter 5 presents a decentral-
ized charging strategy for PEVs. Finally, the deliverable is summarized and conclusions are drawn
in Chapter 6.
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Figure 1 – Relations between WP2 and other work packages
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2. The Complex Frequency Concept

2.1 Introduction

A well-known and accepted definition of the frequency of a signal x(t) = Xm(t) cos ϑ(t) is given in
the IEEE Standard IEC/IEEE 60255-118-1 [1], as follows:

f(t) = 1
2π

ϑ̇(t) = 1
2π

θ̇(t) + fo , (2.1)

where θ is the phase difference, in radians, between the angular position ϑ, also in radians, of
the signal x(t) and the phase due to the reference nominal frequency fo, expressed in Hz. If the
magnitude Xm of the signal is constant, this definition is adequate. However, if Xm changes with
time, the definition of the frequency in (2.1) does not provide a meaningful way to separate the
effects of the variations of ϑ andXm. Thus, the definition of frequency in themost general conditions
is a highly controversial concept that has been discussed at length in the literature (e.g. see the
interesting discussion in [2] and the references therein).

This chapter provides a novel interpretation of “frequency” as complex quantity. This CF takes into
account the time dependency of both ϑ and Xm. The CF allows a neat and compact representation
as well as a consistent interpretation of frequency variations in AC power systems. The CF is also
capable of explaining the interactions among active and reactive power injections at buses and
flows in network branches. It is important to note that the proposed approach does not attempt to
substitute the modeling approaches that go beyond the classical phasor representation or that focus
on analysis of non-sinusoidal signals (see, for example, [3] for a state-of-the-art survey on this topic
and the several references therein). On the contrary, the proposed concept of CF is compatible
with the approaches that have been proposed in the literature as it allows interpreting angle and
magnitude variations as complementary components of the same phenomenon, provided that one
accepts to extend the domain of frequency to the complex numbers.

This chapter focuses on electro-mechanical transients in high-voltage transmission systems. Thus,
the starting point is similar to that of [4, 5, 6, 7], that is, the transient conditions during which the mag-
nitude and the phase angle of bus voltage phasors vary, change according to the inertial response
of Synchronous Machines (SMs) and the frequency control of synchronous and non-synchronous
devices. On the other hand, harmonics, unbalanced conditions and electro-magnetic transients are
not taken into consideration. The resulting formulation is:

• exact, in the measure that power system models based on the dqo transform for voltage and
angle stability analysis are exact;

• general, as it provides a framework to study the dynamic effect of any device on the local fre-
quency variations at network buses; and

• systematic, because it provides the tools to determine analytically the impact of each device on
bus frequencies.

2.2 Background

The starting point is the set of equations that describe the complex power injections, in per unit, at
the n network buses of the system, say s̄ ∈ Cn, as follows:

s̄(t) = p(t) + q(t) = v̄(t) ◦ ı̄∗(t) , (2.2)

where p ∈ Rn×1, q ∈ Rn×1 are the active and reactive power injections at network buses, respec-
tively; v̄ ∈ Cn×1 and ı̄ ∈ Cn×1 are the voltages and current injections at network buses; ∗ indicates
the complex conjugate; and ◦ is the element-by-element product of two vectors. In steady-state,
balanced conditions, (2.2) expresses the power flow equations. However, it is important to note
that, in (2.2), all quantities are assumed to be time-dependent. The elements of v̄ and ı̄ that appear
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in (2.2), in fact, are not to be interpreted as conventional phasors, but as dynamic quantities, which
in some studies are called Parkôs vectors [8, 9]. A Park’s vector is a complex quantity obtained from
the dq-axis components of the well-known dqo transform. For example, for the voltage, one has:

v̄(t) = vd(t) + vq(t) , (2.3)

where the components vd,k and vq,k of the k-th element of the vector v̄ are calculated as follows:vd,k(t)
vq,k(t)
vo,k(t)

 = P(t)

va,k(t)
vb,k(t)
vc,k(t)

 , P(t) =
√

2
3

cos(θo(t)) cos(θ′
o(t)) cos(θ′′

o (t))
sin(θo(t)) sin(θ′

o(t)) sin(θ′′
o (t))

1√
2

1√
2

1√
2

 , (2.4)

where θo is the angle between phase a and the q-axis, with θ̇o = ωo, θ′
o = θo − 2π

3 , and θ′′
o = θo + 2π

3 .
Transformation (2.4) is also applied to the abc currents. Since no assumption is made on the abc
quantities, the d- and q-axis components of Park’s vectors v̄ and ı̄ and, hence, (2.2) can be assumed
to be valid in transient conditions. It is important to note that the reactive power is not well-defined
for non-sinusoidal signals, e.g. see [10]. However, it is a common assumption, which effectively
underpins the vast majority of studies on the transient stability of power systems [11], to approximate
the reactive power as in (2.2). vo,k is the o-axis or zero component and is null for balanced systems.
If the system is not balanced and the o-axis components are not null, then the vector p in (2.2)
does not represent the total active power injections at network buses as it does not include the term
vo ◦ıo. The hypothesis of balanced system is not necessary for the developments presented below.
However, since the focus is on high-voltage transmission systems, in the remainder of this chapter,
balanced, positive sequence operating conditions are assumed.

For the purposes of the developments given below, it is convenient to rewrite (2.3) in polar form,
as v̄(t) = v(t) ◦ ∠θ(t), where v = |v̄|, ∠θ = cos(θ) +  sin(θ) and θ(t) = ϑ(t) − θo(t). θ is the
vector of bus voltage phase angles referred to the rotating dq-axis reference frame, ϑ are the bus
voltage phase angles referred to a stationary reference, θo =

∫
t
ωodt is the angle of the rotating dq-

axis reference frame and ωo is the angular frequency in rad/s of the dq-axis reference frame. From
(2.1), the time derivative of θ gives ω(t) = θ̇(t) = ϑ̇(t) − ωo(t), where ω is the vector of frequency
deviations with respect to the reference frequency at the network buses. In [1], it is assumed that
ωo = 2πfo is constant and equal to the nominal angular frequency of the grid, e.g., ωo = 2π 50
rad/s in European transmission grids. Note that ωo being constant is not a requirement in (2.4).
However, for the derivations presented below, ωo is assumed to be constant when it is utilized to
calculate the values of reactances and susceptances. As for the reactive power, this is again a
widely-accepted approximation utilized in RMS models for angle and voltage stability analysis and
consists in assuming that the link between current injections and voltages is given by:

ı̄(t) ≈ Ȳ v̄(t) , (2.5)

where Ȳ = G+B ∈ Cn×n is the well-known admittance matrix of the network. It is important not to
confuse (2.5) with the conventional relationship between current and voltage phasors (in which case
(2.5) is an exact equality). ı̄ and v̄ are Park’s vectors, i.e., complex quantities with time-varying real
and imaginary parts and, hence, (2.5) represents an approximation of the dynamics of the grid. In
turn, to obtain (2.5), it is assumed that, for network inductances and capacitances the relationships
between voltages and currents can be approximated with:

v̄ = L ˙̄ı = L( d

dt
+ ωo)̄ı ≈ ωoLı̄ = Xı̄ ,

ı̄ = C ˙̄v = C( d

dt
+ ωo)̄ı ≈ ωoCv̄ = Bv̄ ,

(2.6)

where d
dt is the time derivative relative to the Park rotating frame; ωo is the term due to the rotation

of the Park reference; and L, C, X, B are the inductance, capacitance, reactance and suscep-
tance, respectively. The quantities in (2.6) are assumed in absolute values. In turn, the approxima-
tion above assumes that electro-magnetic transients in the elements of the transmission lines and
transformers are fast and can be assumed to be in Quasi-Steady State (QSS). The approximation
(2.6) is applied also to the equations of the circuits of the devices connected to the grid, e.g., the
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�(�T�X�D�W�L�R�Q ���������� �F�R�Q�W�D�L�Q�V �W�K�H �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�Q �K�R�Z �S�R�Z�H�U �L�Q�M�H�F�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�H �G�H�Y�L�F�H�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�H �J�U�L�G
�L�P�S�D�F�W �R�Q �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�W �W�K�H�L�U �S�R�L�Q�W �R�I �F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �D�V �Z�H�O�O �D�V �R�Q �W�K�H �U�H�V�W �R�I �W�K�H �J�U�L�G�� �,�Q ������������ �W�K�H
�H�O�H�P�H�Q�W�V �R�I�s �D�U�H �W�K�H �L�Q�S�X�W�V �R�U�E�R�X�Q�G�D�U�\ �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�D�W �Q�H�W�Z�R�U�N �E�X�V�H�V �D�Q�G �G�H�S�H�Q�G �R�Q �W�K�H �G�H�Y�L�F�H�V
�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �J�U�L�G�� �Z�K�H�U�H�D�V�S �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q�O�\ �R�Q �Q�H�W�Z�R�U�N �T�X�D�Q�W�L�W�L�H�V�� �$�Q �D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Y�H �D�Q�G �P�R�U�H �F�R�P�S�D�F�W
�I�R�U�P�X�O�D�W�L�R�Q �W�R �U�H�Z�U�L�W�H ���������� �L�V �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �F�X�U�U�H�Q�W�V�� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

�v � _�{ � = �S �� � ������������

�R�U��
_�{ = �I �� ������������

�Z�K�H�U�H�I = �Y diag(�v)�� �7�K�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q �R�I ������������ �D�Q�G ������������ �L�V �S�U�R�Y�L�G�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$�����R�I �W�K�H �$�1�1�(�;��
�$�V �S�H�U ������������ �W�K�H �U�L�J�K�W���K�D�Q�G �V�L�G�H�V �R�I ������������ �D�Q�G ������������ �G�H�S�H�Q�G �H�[�F�O�X�V�L�Y�H�O�\ �R�Q �Q�H�W�Z�R�U�N �T�X�D�Q�W�L�W�L�H�V��
�Z�K�H�U�H�D�V �W�K�H �O�H�I�W���K�D�Q�G �V�L�G�H �L�V �G�H�Y�L�F�H���G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �:�K�L�O�H �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�� �W�K�H �U�H�O�H�Y�D�Q�W �I�H�D�W�X�U�H �R�I ������������
�D�Q�G ������������ �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R ���������� �L�V �W�K�D�W �W�K�H�&�) �Y�H�F�W�R�U �R�Q�O�\ �D�S�S�H�D�U�V �R�Q�F�H��

�)�L�Q�D�O�O�\�� ������������ �U�H�T�X�L�U�H�V �O�H�V�V �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V �W�K�D�Q ������������ �7�K�X�V�� �L�Q �D �V�R�I�W�Z�D�U�H �Z�K�H�U�H �F�X�U�U�H�Q�W�V �D�U�H �P�R�G�H�O�H�G
�D�V �V�W�D�W�H�V �D�Q�G�� �W�K�X�V�� �W�K�H�L�U �I�L�U�V�W �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H�V �D�U�H �D�Y�D�L�O�D�E�O�H �D�V �D �E�\�S�U�R�G�X�F�W �R�I �W�K�H �L�Q�W�H�J�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P
�P�R�G�H�O�� ������������ �F�D�Q �E�H �D�Q �H�I�I�L�F�L�H�Q�W �D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Y�H �W�R ���������� �I�R�U �W�K�H �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q �R�I�� ��

������ �$�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G �(�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V

�7�K�H �G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W�V �R�I �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U �V�R �I�D�U �K�D�Y�H �D�V�V�X�P�H�G �Q�R �V�L�P�S�O�L�I�L�F�D�W�L�R�Q�V �H�[�F�H�S�W �I�R�U �Q�H�J�O�H�F�W�L�Q�J
�W�K�H �H�O�H�F�W�U�R���P�D�J�Q�H�W�L�F �G�\�Q�D�P�L�F�V �R�I �Q�H�W�Z�R�U�N �E�U�D�Q�F�K�H�V�� �$�O�O �I�R�U�P�X�O�D�V �W�K�D�W �K�D�Y�H �E�H�H�Q �G�H�G�X�F�H�G �D�U�H �W�K�X�V
�D�F�F�X�U�D�W�H �L�Q �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H �W�K�D�W �W�K�H �H�I�I�H�F�W�V �R�I �H�O�H�F�W�U�R���P�D�J�Q�H�W�L�F �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W�V �D�U�H �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�� �,�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q
�Z�H �G�L�V�F�X�V�V �K�R�Z �W�K�H �G�H�U�L�Y�H�G �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �F�D�Q �E�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G �Z�K�L�O�H �U�H�W�D�L�Q�L�Q�J �W�K�H �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �R�Q
�W�K�H �U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S �E�H�W�Z�H�H�Q �S�R�Z�H�U �L�Q�M�H�F�W�L�R�Q�V �D�Q�G �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �D�W �Q�H�W�Z�R�U�N �E�X�V�H�V��

�(�[�F�H�S�W �G�X�U�L�Q�J �I�D�X�O�W�V �D�Q�G �V�R�P�H �S�R�V�W���I�D�X�O�W �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W�V�� �L�W �L�V �Q�R�W �X�Q�F�R�P�P�R�Q �W�K�H �F�D�V�H �I�R�U �Z�K�L�F�K �R�Q�H �F�D�Q
�D�V�V�X�P�H �W�K�D�Wvh � 1 �S�X �D�Q�G �W�K�D�W �E�X�V �Y�R�O�W�D�J�H �S�K�D�V�H �D�Q�J�O�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V �D�U�H �V�P�D�O�O�� �K�H�Q�F�Hsin(� h � � k ) �
� h � � k �D�Q�Gcos(� h � � k ) � 1�� �7�K�H�V�H �D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q�V�� �Z�K�L�F�K�� �L�Q �W�X�U�Q�� �D�U�H �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �X�W�L�O�L�]�H�G �L�Q �W�K�H
�I�D�V�W �G�H�F�R�X�S�O�H�G �S�R�Z�H�U �I�O�R�Z �P�H�W�K�R�G �>���� �@�� �O�H�D�G �W�R�shk � �Y �

hk �� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �I�R�U �K�L�J�K���Y�R�O�W�D�J�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q
�V�\�V�W�H�P�V���Y � |B �� �7�K�H�V�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�V�� �D�O�O�R�Z �R�E�W�D�L�Q�L�Q�J �W�K�H �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V_�s� �s� �� � � |B
�D�Q�G_�{ � |B �� �>���� �@�� �7�K�H�Q�� �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�Q�J �W�K�H �W�H�U�P�s � �� � �Y

�
diag �� �� �Z�K�H�U�H�Y diag �L�V �D �P�D�W�U�L�[ �R�E�W�D�L�Q�H�G
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�X�V�L�Q�J �W�K�H �G�L�D�J�R�Q�D�O �H�O�H�P�H�Q�W�V �R�I�Y �� �D�Q�G �V�S�O�L�W�W�L�Q�J �W�K�H �U�H�D�O �D�Q�G �L�P�D�J�L�Q�D�U�\ �S�D�U�W �R�I�� �� �Z�H �D�U�U�L�Y�H �D�W��

_p0 � B 0! ; ������������

_q00� B 00%; ������������

�Z�K�H�U�HB 0
hk = � Bhk �D�Q�GB 0

hh =
P n

h6= k Bhk �D�U�H �W�K�H �H�O�H�P�H�Q�W�V �R�IB 0��B 00
hk = � Bhk �D�Q�GB 00

hh = � 2Bhh

�D�U�H �W�K�H �H�O�H�P�H�Q�W�V �R�IB 00�� ������������ �L�V �W�K�H �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q �G�H�G�X�F�H�G �L�Q �>���@ �D�Q�G �W�K�D�W�� �Z�L�W�K �G�X�H �V�L�P�S�O�L�I�L�F�D�W�L�R�Q�V��
�O�H�D�G�V �W�R �W�K�H�)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �'�L�Y�L�G�H�U �)�R�U�P�X�O�D�V ���)�'�) �V���� �V�H�H �>�������� �@�� �&�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �U�H�V�L�V�W�L�Y�H �S�D�U�W�V �R�I �W�K�H
�Q�H�W�Z�R�U�N �E�U�D�Q�F�K�H�V�� �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �G�X�D�O �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �K�R�O�G��

_p00� G 00%; _q0 � G 0! ; ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �H�O�H�P�H�Q�W�V �R�IG 0�� G 00 �D�U�H �G�H�I�L�Q�H�G �D�VG0
hk = G00

hk = � Ghk �� G0
hh =

P n
h6= k Ghk �� �D�Q�G

G00
hh = � 2Ghh �� �)�U�R�P ������������ �L�W �G�H�V�F�H�Q�G�V �W�K�D�W�� �L�Q �O�R�V�V�\ �Q�H�W�Z�R�U�N�V�� �W�K�H �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �F�D�Q �E�H �X�W�L�O�L�]�H�G

�W�R �U�H�J�X�O�D�W�H �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �7�K�H �L�P�S�O�L�F�D�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�L�V �R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q �D�U�H �I�X�U�W�K�H�U �H�[�S�O�R�U�H�G �L�Q �&�K�D�S�W�H�U����
�&�R�P�E�L�Q�L�Q�J �W�R�J�H�W�K�H�U �������������� ������������ �D�Q�G ������������ �O�H�D�G�V �W�R �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V��

_�s0 � | �Y
0�

! ; _�s00� �Y
00

%: ������������

������ �6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �5�H�V�X�O�W�V

�6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �W�K�D�W �L�O�O�X�V�W�U�D�W�H �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H�&�)�D�V �Z�H�O�O �D�V �L�W�V �D�F�F�X�U�D�F�\ �L�Q �S�U�R�Y�L�G�L�Q�J
�E�X�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$���������R�I �W�K�H �$�1�1�(�; �E�D�V�H�G �R�Q �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(����
���V�H�H �6�H�F�W�L�R�Q�$������������
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���� �9�R�O�W�D�J�H���)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �&�R�Q�W�U�R�O �I�R�U �)�X�W�X�U�H �'�(�5�V �D�Q�G �9�3�3�V

������ �,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q

�)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �L�Q �S�R�Z�H�U �V�\�V�W�H�P�V �L�V �W�U�D�G�L�W�L�R�Q�D�O�O�\ �S�U�R�Y�L�G�H�G �E�\ �P�R�G�L�I�\�L�Q�J �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U�� �Z�K�L�O�H
�W�K�H �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �L�V �P�R�G�L�I�L�H�G �W�R �U�H�J�X�O�D�W�H �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H�� �7�K�L�V �D�S�S�H�D�U�V �D�V �D�Q �L�Q�W�X�L�W�L�Y�H �F�K�R�L�F�H �I�R�U �F�R�Q��
�Y�H�Q�W�L�R�Q�D�O �O�D�U�J�H���V�F�D�O�H �V�\�V�W�H�P�V�� �Z�K�H�U�H �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �I�O�R�Z�V �D�U�H �O�D�U�J�H�O�\ �G�H�F�R�X�S�O�H�G �G�X�H
�W�R �W�K�H �K�L�J�K�O�\ �L�Q�G�X�F�W�L�Y�H �Q�D�W�X�U�H �R�I �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �O�L�Q�H�V �>���� �@�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G���'�(�5 �V �D�U�H �L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G
�Z�L�W�K�L�Q�'�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �1�H�W�Z�R�U�N�V ���'�1 �V���� �Z�K�H�U�H �W�K�H �U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���L�Q�G�X�F�W�D�Q�F�H �U�D�W�L�R �R�I �I�H�H�G�H�U�V �L�V �O�D�U�J�H�� �W�K�X�V
�O�H�D�G�L�Q�J �W�R �D �V�W�U�R�Q�J �L�Q�W�H�U�D�F�W�L�R�Q �R�I �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Z�L�W�K �Y�R�O�W�D�J�H �D�Q�G �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��
�,�Q �W�K�L�V �Y�H�L�Q�� �D �V�R�O�X�W�L�R�Q �W�K�D�W �K�D�V �E�H�H�Q �S�U�R�S�R�V�H�G �L�V �W�R �D�U�W�L�I�L�F�L�D�O�O�\ �L�P�S�R�V�H �W�K�H �D�F�W�L�Y�H���U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �G�H��
�F�R�X�S�O�L�Q�J �W�K�U�R�X�J�K �W�K�H �F�R�Q�W�U�R�O �R�I �S�R�Z�H�U �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U�V�� �V�H�H �H���J�� �W�K�H �Y�L�U�W�X�D�O �L�P�S�H�G�D�Q�F�H �F�R�Q�W�U�R�O �D�S�S�U�R�D�F�K
�>���� �� ���� �@�� �,�Q�V�W�H�D�G�� �L�Q �W�K�L�V �F�K�D�S�W�H�U �Z�H �I�R�F�X�V �R�Q �W�K�H �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �R�I �H�[�S�O�R�L�W�L�Q�J �W�K�H �F�R�X�S�O�L�Q�J �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H
�D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �I�R�U �W�K�H �G�H�V�L�J�Q �R�I �H�I�I�L�F�L�H�Q�W �F�R�Q�W�U�R�O �O�R�R�S�V �W�K�D�W �F�D�Q �L�P�S�U�R�Y�H �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\
�D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �S�R�Z�H�U �J�U�L�G��
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�6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$���������R�I �W�K�H �$�1�1�(�;�� �7�K�H�V�H �U�H�V�X�O�W�V �H�Y�D�O�X�D�W�H �W�K�H �S�U�R��
�S�R�V�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �L�Q �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �W�R �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �I�U�H�T�X�H�Q�F�\���D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U�� �Y�R�O�W�D�J�H���U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �V�F�K�H�P�H��
�D�Q�G �D�V�V�H�V�V �W�K�H �H�I�I�H�F�W�V �R�Q �L�W�V �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �O�R�D�G�V�� �R�I �W�K�H �U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���L�Q�G�X�F�W�D�Q�F�H
�U�D�W�L�R �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N �O�L�Q�H�V�� �R�I �W�K�H �O�H�Y�H�O �R�I�'�(�5 �S�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �W�R �W�K�H �J�U�L�G�� �D�Q�G �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�¶�V �J�U�D�Q�X�O�D�U��
�L�W�\�� �,�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U �I�R�U �W�K�H �V�F�R�S�H �R�I �V�K�R�Z�L�Q�J �W�K�H �H�I�I�H�F�W �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�¶�V �J�U�D�Q�X�O�D�U�L�W�\�� �6�H�F�W�L�R�Q�$����������������
�F�R�Q�V�L�G�H�U�V �D �P�R�U�H �G�H�W�D�L�O�H�G �P�R�G�H�O�L�Q�J �R�I �W�K�H�'�1 �D�Q�G �O�R�D�G�V�� �D�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H����

�)�L�J�X�U�H �� �± �0�R�G�L�I�L�H�G �1�H�Z �(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P �Z�L�W�K �'�(�5�V

������ �(�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �9�R�O�W�D�J�H �6�H�Q�V�L�W�L�Y�L�W�\ �R�I �/�R�D�G�V

���������� �)�R�U�P�X�O�D�W�L�R�Q

�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �S�U�R�S�R�V�H�V �D �W�H�F�K�Q�L�T�X�H �W�R �H�V�W�L�P�D�W�H �W�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �R�I�9�'�/ �V �X�V�L�Q�J �Q�R�Q���F�R�Q�I�L�G�H�Q�W�L�D�O �P�H�D��
�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �7�K�L�V �W�H�F�K�Q�L�T�X�H �L�V �D�Q �D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�&�) �F�R�Q�F�H�S�W �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �&�K�D�S�W�H�U���� �:�H �V�W�D�U�W
�Z�L�W�K �W�K�H �S�R�Z�H�U �F�R�Q�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �D�9�'�/ �� �Z�K�L�F�K �L�V �G�H�I�L�Q�H�G �D�V��

�sh = ph + jqh = � pL ;ov
 p

h � | qL ;ov
 q

h : ������������

�	�K�H�Q��
_�sh = � pL ;o 
 p _vh v
 p � 1

h � | qL ;o 
 q _vh v
 q � 1
h = ( 
 p ph + | 
 q qh ) %h ; ������������

�Z�K�H�U�H �L�W �L�V �D�V�V�X�P�H�G �W�K�D�W �W�K�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V
 p �D�Q�G
 q �D�U�H �F�R�Q�V�W�D�Q�W �D�Q�G �W�K�D�WpL ;o �D�Q�GqL ;o �Y�D�U�\ �³�V�O�R�Z�O�\�´
�Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�Rvh �� �)�U�R�P ���������� �D�Q�G �������������� �R�Q�H �R�E�W�D�L�Q�V(
 p ph + | 
 q qh ) %h =

P n
k=1 [�shk (�� h + �� �

k )]��

�3�D�J�H ���� ������ ��
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�)�L�J�X�U�H �� �± �7�R�S�R�O�R�J�\ �R�I �'�1 �P�R�G�H�O �X�V�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$����������������

�D�Q�G�� �V�S�O�L�W�W�L�Q�J �U�H�D�O �D�Q�G �L�P�D�J�L�Q�D�U�\ �S�D�U�W�V��


 p = ( ph %h ) � 1 < f
P n

k=1 �shk (�� h + �� �
k )g ; 
 q = ( qh %h ) � 1 = f

P n
k=1 �shk (�� h + �� �

k )g ; ������������

�Z�K�H�U�H �W�K�H �U�L�J�K�W���K�D�Q�G �V�L�G�H�V �F�D�Q �E�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �E�D�V�H�G �R�Q �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �7�K�H �I�D�F�W �W�K�D�W%h ! 0 �L�Q
�V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H �F�D�Q �F�U�H�D�W�H �Q�X�P�H�U�L�F�D�O �L�V�V�X�H�V�� �Z�K�L�F�K �F�D�Q �E�H �V�R�O�Y�H�G �X�V�L�Q�J �I�L�Q�L�W�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V �R�Y�H�U �D �S�H�U�L�R�G
�R�I �W�L�P�H� t�� �Q�D�P�H�O�\�� h � � �� h =� t�� �� �

k � � �� �
k =� t�� �D�Q�G%h � � uh =� t�� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��


̂ p � (ph � uh ) � 1 <
� P n

k=1 �shk (� �� h + � �� �
k )

	
;


̂ q � (qh � uh ) � 1 =
� P n

k=1 �shk (� �� h + � �� �
k )

	
:

������������

�8�V�L�Q�J �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�shk � � jB hk �L�Q �������������� �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H �\�H�W �D�F�F�X�U�D�W�H �H�P�S�L�U�L�F�D�O
�I�R�U�P�X�O�D �F�D�Q �E�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�R�U �W�K�H �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�� �V�H�H �>���� ������ �@��

�
 p(t) � (2 � � )
� ph (t)

� ph (t) + � p0
h (t)

; ������������

�Z�K�H�U�H� �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�D�W �H�V�W�L�P�D�W�H�G �T�X�D�Q�W�L�W�L�H�V �D�Q�G �W�K�H �W�L�P�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H�V �F�D�Q�� �L�Q �S�U�D�F�W�L�F�H�� �E�H �D�S�S�U�R�[�L��
�P�D�W�H�G �Z�L�W�K �I�L�Q�L�W�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V �>���� �@�� �W�K�H �I�D�F�W�R�U� �L�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �U�D�W�L�R �R�I �W�K�H �E�U�D�Q�F�K�H�V �W�K�D�W �F�R�Q�Q�H�F�W
�W�K�H�9�'�/ �W�R �W�K�H �U�H�V�W �R�I �W�K�H �J�U�L�G�� �L���H��� = � (Rhk =Xhk )�� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �W�K�H �F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W
 q �R�I �W�K�H �U�H�D�F�W�L�Y�H
�S�R�Z�H�U �R�I �W�K�H�9�'�/ �F�D�Q �E�H �G�H�G�X�F�H�G �I�U�R�P �������������� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

�
 q(t) ln
�

� �
ph (t)
pL ;o

�
� (�
 p(t) � � ) ln

�
� �

qh (t)
qL ;o

�
= 0 ; ������������

�Z�K�H�U�H�; � � 1�� �D�U�H �S�R�V�L�W�L�Y�H �F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W�V �W�R �S�U�H�Y�H�Q�W �L�Q�L�W�L�D�O�L�]�D�W�L�R�Q �L�V�V�X�H�V �Z�K�H�Qph =pL ;o � 1 �D�Q�G���R�U
qh =qL ;o � 1�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H �W�U�L�Y�L�D�O �V�R�O�X�W�L�R�Q�
 p = �
 q = 0 �1�R�W�H �W�K�D�W�� �G�X�H �W�R �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q�V �D�G�R�S�W�H�G
�W�R �R�E�W�D�L�Q �������������� �������������� �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V ������������ �D�U�H �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �P�R�U�H �D�F�F�X�U�D�W�H �L�Q �H�V�W�L�P�D�W�L�Q�J �W�K�H�9�'�/
�S�D�U�D�P�H�W�H�U�V�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �Q�R�W�H �W�K�D�W �������������� ������������ �D�U�H �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �V�L�P�S�O�H�U �W�R �X�V�H �L�Q �S�U�D�F�W�L�F�H�� �V�L�Q�F�H
�W�K�H�\ �F�D�Q �E�H �U�H�D�G�L�O�\ �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G �H�[�F�O�X�V�L�Y�H�O�\ �W�K�U�R�X�J�K �V�W�D�Q�G�D�U�G �S�R�Z�H�U �D�Q�G �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V��

���������� �6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �5�H�V�X�O�W�V

�7�K�H�9�'�/ �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �W�K�H �S�U�H�Y�L�R�X�V �V�H�F�W�L�R�Q �D�U�H �W�H�V�W�H�G �X�V�L�Q�J �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(����
�D�Q�G �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �G�H�I�L�Q�H�G �L�Q �G�H�O�L�Y�H�U�D�E�O�H �'������ �D�Q�G �X�S�G�D�W�H�G �L�Q �V�H�H �6�H�F�W�L�R�Q�$�����R�I �W�K�L�V �G�H�O�L�Y�H�U�D�E�O�H��
�6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$�������������R�I �W�K�H �$�1�1�(�;��

�3�D�J�H ���� ������ ��
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���� �$�J�J�U�H�J�D�W�H�G �9�L�U�W�X�D�O �3�R�Z�H�U �3�O�D�Q�W �0�R�G�H�O

������ �,�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q

�7�K�H �Y�D�V�W �P�D�M�R�U�L�W�\ �R�I �H�[�L�V�W�L�Q�J �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G�9�3�3�P�R�G�H�O�V �D�U�H �D�L�P�H�G �W�R �V�R�O�Y�H �W�K�H �H�F�R�Q�R�P�L�F �G�L�V�S�D�W�F�K
�D�Q�G �H�Q�H�U�J�\ �P�D�Q�D�J�H�P�H�Q�W �S�U�R�E�O�H�P�V �D�Q�G �D�U�H �W�K�X�V �V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H �P�R�G�H�O�V �>���� ������ �@�� �2�Q �W�K�H �F�R�Q�W�U�D�U�\�� �W�K�L�V
�F�K�D�S�W�H�U �S�U�R�S�R�V�H�V �D�Q �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G�9�3�3�P�R�G�H�O �I�R�U �S�R�Z�H�U �V�\�V�W�H�P �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �V�W�D�E�L�O�L�W�\ �D�Q�D�O�\�V�L�V��

�7�R �G�D�W�H�� �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �D�Q�D�O�\�V�L�V �R�I �V�\�V�W�H�P�V �Z�L�W�K �K�L�J�K �S�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �R�I �U�H�Q�H�Z�D�E�O�H�V �L�V �E�D�V�H�G �R�Q �P�R�G�H�O�V �R�I
�L�Q�G�L�Y�L�G�X�D�O�'�* �V�� �%�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I �W�K�H�L�U �F�R�Q�W�U�R�O�V�� �L���H�� �F�X�U�U�H�Q�W �V�R�X�U�F�H �R�U �Y�R�O�W�D�J�H �V�R�X�U�F�H �F�R�Q�W�U�R�O��
�W�K�H �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U�V �R�I �W�K�H�V�H�'�* �V �D�U�H �F�O�D�V�V�L�I�L�H�G �D�V �*�)�/ �R�U �*�)�0 �>���� �@�� �5�H�F�H�Q�W �U�H�V�H�D�U�F�K �K�D�V �I�R�F�X�V�H�G
�R�Q �G�H�Y�H�O�R�S�L�Q�J �E�R�W�K �G�H�W�D�L�O�H�G �>���� �� ���� �@ �D�Q�G �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G �>���� �� ���� �@ �P�R�G�H�O�V �R�I �*�)�/���'�* �V �D�Q�G �*�)�0���'�* �V��
�+�R�Z�H�Y�H�U�� �P�R�G�H�O�L�Q�J�9�3�3�V �X�V�L�Q�J �V�X�F�K �P�R�G�H�O�V �P�D�\ �O�H�D�G �W�R �D �F�R�Q�V�L�G�H�U�D�E�O�H �F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�D�O �E�X�U�G�H�Q��
�H�V�S�H�F�L�D�O�O�\ �L�I �W�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I �W�K�H�9�3�3�U�H�V�R�X�U�F�H�V �L�V �O�D�U�J�H �D�Q�G���R�U �W�K�H�U�H �L�V �D �O�D�U�J�H �Q�X�P�E�H�U �R�I�9�3�3�V �L�Q
�W�K�H �J�U�L�G�� �)�U�R�P �W�K�H �Y�L�H�Z�S�R�L�Q�W �R�I�7�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �6�\�V�W�H�P �2�S�H�U�D�W�R�U�V ���7�6�2�V���� �L�Q �I�D�F�W�� �L�W �L�V �Q�R�W �Y�L�D�E�O�H �W�R
�P�R�G�H�O �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �H�D�F�K �V�P�D�O�O �X�Q�L�W �R�I �D�9�3�3�� �,�Q �F�R�Q�W�U�D�V�W�� �Z�K�D�W �L�V �R�I �S�U�L�P�D�U�\ �L�Q�W�H�U�H�V�W �L�V
�W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H�9�3�3�D�V �D �Z�K�R�O�H��

�$�J�J�U�H�J�D�W�L�Q�J �W�K�H �F�D�S�D�F�L�W�L�H�V �R�I �V�H�Y�H�U�D�O �V�P�D�O�O �X�Q�L�W�V �L�V �F�R�P�P�R�Q �S�U�D�F�W�L�F�H�� �,�Q �I�D�F�W���7�6�2�V �R�I�W�H�Q �U�H�O�\ �R�Q
�D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �J�U�L�G �P�R�G�H�O�V �I�R�U �G�\�Q�D�P�L�F �V�H�F�X�U�L�W�\ �D�V�V�H�V�V�P�H�Q�W�� �(�[�D�P�S�O�H�V �R�I �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �P�R�G�H�O�V �R�I�6�0�V��
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�D�J�H�Q�W�V ���K�H�U�H���3�(�9�V�� �D�U�L�V�H�V �L�Q �P�D�Q�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �V�F�L�H�Q�W�L�I�L�F �D�Q�G �H�Q�J�L�Q�H�H�U�L�Q�J �D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q�V�� �7�K�H �$�,�0�'
�D�O�J�R�U�L�W�K�P�� �Z�K�L�F�K �Z�D�V �L�Q�L�W�L�D�O�O�\ �L�Q�W�U�R�G�X�F�H�G �W�R �D�G�G�U�H�V�V �L�Q�W�H�U�Q�H�W �F�R�Q�J�H�V�W�L�R�Q �S�U�R�E�O�H�P�V �D�Q�G �R�S�W�L�P�D�O�O�\
�V�K�D�U�H �E�D�Q�G�Z�L�G�W�K �E�H�W�Z�H�H�Q �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �F�R�P�S�X�W�H�U�V�� �P�D�\ �E�H �H�I�I�L�F�L�H�Q�W�O�\ �X�V�H�G �W�R �V�R�O�Y�H �W�K�L�V �S�U�R�E�O�H�P�� �,�Q
�S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �$�,�0�' �L�V �N�Q�R�Z�Q �W�R �E�H �Y�H�U�\ �D�W�W�U�D�F�W�L�Y�H �Z�K�H�Q �W�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I �D�J�H�Q�W�V �L�V �F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V�O�\ �F�K�D�Q�J�L�Q�J
���K�H�U�H���3�(�9�V �F�R�Q�Q�H�F�W �D�Q�G �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W �I�U�R�P �W�K�H �J�U�L�G���� �Z�L�W�K �O�L�P�L�W�H�G �R�U �Q�R �F�R�P�P�X�Q�L�F�D�W�L�R�Q �D�E�L�O�L�W�L�H�V�� �7�K�H
�D�O�J�R�U�L�W�K�P �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �W�Z�R �D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Q�J �S�K�D�V�H�V��

���� �W�K�H �$�G�G�L�W�L�Y�H �,�Q�F�U�H�D�V�H ���$�,�� �S�K�D�V�H�� �W�K�H �U�H�V�R�X�U�F�H �F�R�Q�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �H�D�F�K �D�J�H�Q�W �L�Q�F�U�H�D�V�H�V �O�L�Q��
�H�D�U�O�\ �L�Q �W�L�P�H �Z�L�W�K �D �F�H�U�W�D�L�Q �V�W�H�S� > 0��

���� �W�K�H �0�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�Y�H �'�H�F�U�H�D�V�H ���0�'�� �V�W�D�J�H�� �H�D�F�K �D�J�H�Q�W �G�H�F�U�H�D�V�H�V �L�W�V �F�R�Q�V�X�P�S�W�L�R�Q �L�Q �D �P�X�O�W�L��
�S�O�L�F�D�W�L�Y�H �I�D�V�K�L�R�Q�� �Z�L�W�K �D �F�H�U�W�D�L�Q �V�O�R�S�H� > 0��

�3�D�J�H ���� ������ ��



�H�G�J�H�)�/�(�; �'������ �Y������

�,�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �W�K�H �0�' �V�W�H�S �L�V �S�H�U�I�R�U�P�H�G �Z�K�H�Q �D�&�D�S�D�F�L�W�\ �(�Y�H�Q�W ���&�(�� �R�F�F�X�U�V�� �Z�K�L�F�K �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �W�K�H
�O�L�P�L�W �R�I �W�K�H �V�K�D�U�H�G �U�H�V�R�X�U�F�H �K�D�V �E�H�H�Q �U�H�D�F�K�H�G�� �H���J�� �D�O�O �W�K�H �D�Y�D�L�O�D�E�O�H �S�R�Z�H�U �L�V �I�X�O�O�\ �V�K�D�U�H�G �E�\ �W�K�H
�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G�3�(�9�V�� �/�H�Wt1 < t 2 < � � � < t k < : : : �G�H�Q�R�W�H �W�K�H �W�L�P�H �L�Q�V�W�D�Q�W�V �Z�K�H�Q�&�(�V �R�F�F�X�U�� �L�It+

k+1 �L�V
�W�K�H �L�Q�V�W�D�Q�W �D�I�W�H�U �W�K�H �D�J�H�Q�Wi �S�H�U�I�R�U�P�V �D�Q �0�' �V�W�H�S �D�W �W�L�P�Htk �� �L�W�V �V�K�D�U�H �R�I �W�K�H �U�H�V�R�X�U�F�Hx i (t+

k+1 ) �L�V��

x i (t+
k+1 ) = � lim

t ! t k +1
x i (t) ; ����������

�D�Q�G �W�K�H�Q �D�J�H�Q�Wi �Z�L�O�O �U�H�W�X�U�Q �W�R �W�K�H �$�, �S�K�D�V�H�� �X�Q�W�L�O �W�K�H �Q�H�[�W �&�( �R�F�F�X�U�V�� �7�K�H�U�H�I�R�U�H�� �W�K�H �H�T�X�D�W�L�R�Q
�G�H�V�F�U�L�E�L�Q�J �W�K�H �E�H�K�D�Y�L�R�X�U �R�I �W�K�Hi ���W�K �D�J�H�Q�W �L�V �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J��

x i (t) = �x i (tk ) + � (t � tk ); t 2 (tk ; tk+1 ) ; ����������

�Z�K�H�U�Htk �D�Q�Gtk+1 �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�Z�R �F�R�Q�V�H�F�X�W�L�Y�H �W�L�P�H �L�Q�V�W�D�Q�W�V �D�W �Z�K�L�F�K �D�&�( �R�F�F�X�U�V��

�:�H �W�D�L�O�R�U �W�K�H �J�H�Q�H�U�D�O �$�,�0�' �D�O�J�R�U�L�W�K�P �I�R�U �R�X�U �D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q�� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V�� �H�D�F�K �E�X�V �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N �K�D�V
�D �P�D�[�L�P�X�P �D�O�O�R�Z�H�G �S�R�Z�H�Upmax

s �W�K�D�W �L�V �V�K�D�U�H�G �D�P�R�Q�J�3�(�9�V�� �O�H�W �X�V �G�H�Q�R�W�H �Z�L�W�Kpi;s �W�K�H �S�R�Z�H�U
�F�R�Q�V�X�P�S�W�L�R�Q �R�I �W�K�Hi ���W�K �D�J�H�Q�W �D�W �W�K�Hs���W�K �E�X�V�� �7�K�H�Q �D�&�( �R�F�F�X�U�V �D�W �W�K�Hs���W�K �E�X�V �Z�K�H�Q �W�K�H �V�X�P �R�I
�W�K�H �F�K�D�U�J�H �U�D�W�H�Vpi;s �R�I �D�O�O �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G�3�(�9�V �H�[�F�H�H�G�V �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �D�Y�D�L�O�D�E�O�H �S�R�Z�H�Upmax

s ��

������ �8�Q�V�\�Q�F�K�U�R�Q�L�]�H�G �$�,�0�' �&�R�Q�W�U�R�O

�7�K�H �Y�H�U�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �$�,�0�' �D�O�J�R�U�L�W�K�P �G�H�V�F�U�L�E�H�G �D�E�R�Y�H �L�V �D�O�V�R �N�Q�R�Z�Q �D�V �W�K�H�V�\�Q�F�K�U�R�Q�L�]�H�G�$�,�0�'�� �D�V
�D�O�O�3�(�9�V �U�H�G�X�F�H �W�K�H �F�K�D�U�J�L�Q�J �U�D�W�H �L�Q �D �P�X�O�W�L�S�O�L�F�D�W�L�Y�H �I�D�V�K�L�R�Q �Z�K�H�Q �D�&�( �L�V �Q�R�W�L�I�L�H�G�� �,�Q �U�H�D�O�L�W�\�� �L�W �L�V
�V�X�I�I�L�F�L�H�Q�W �W�K�D�W �R�Q�O�\ �D �V�X�E�V�H�W �R�I�3�(�9�V �G�H�F�U�H�D�V�H �W�K�H�L�U �F�K�D�U�J�H �U�D�W�H�V �D�Q�G �W�K�L�V �S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�\ �L�V �X�V�H�I�X�O �W�R
�S�U�L�R�U�L�W�L�]�H �V�R�P�H�3�(�9�V �R�Y�H�U �R�W�K�H�U�V �>���� �@�� �7�K�L�V �F�D�Q �E�H �D�F�K�L�H�Y�H�G �E�\ �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�L�Q�J �D�Q�X�Q�V�\�Q�F�K�U�R�Q�L�]�H�G
�Y�H�U�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �$�,�0�'�� �Z�K�H�U�H �R�Q�O�\ �D �V�X�E�V�H�W �R�I�3�(�9�V �U�H�D�F�W �W�R �D�&�(�� �L�Q �D �S�U�R�E�D�E�L�O�L�V�W�L�F �Z�D�\��

�3�U�L�R�U�L�W�L�H�V �R�I �V�L�Q�J�O�H �E�X�V�H�V �F�D�Q �E�H �I�R�U�P�D�O�O�\ �V�W�D�W�H�G �E�\ �D�V�V�X�P�L�Q�J �W�K�D�W �H�D�F�K�3�(�9 i �K�D�V �L�W�V �R�Z�Q�8�W�L�O�L�W�\
�)�X�Q�F�W�L�R�Q ���8�)��f i;s (pi;s )�� �Z�K�H�U�H �I�R�U �F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�F�H �Z�H �F�R�Q�V�L�G�H�U �F�R�Q�Y�H�[�� �V�W�U�L�F�W�O�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�E�O�H�8�)�Vf i;s (�)
�W�K�D�W �K�D�Y�H �D �J�O�R�E�D�O �P�L�Q�L�P�X�P �I�R�U �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �D�O�O�R�Z�H�G �F�K�D�U�J�H �U�D�W�H ���L���H���� �K�H�U�H ������ �N�:���� �5�R�X�J�K�O�\
�V�S�H�D�N�L�Q�J�� �W�K�L�V �L�P�S�O�L�H�V �W�K�D�W �W�K�H �P�L�Q�L�P�X�P �Y�D�O�X�H �R�I �W�K�H�8�) �R�I�3�(�9�V �L�V �D�F�K�L�H�Y�H�G �Z�K�H�Q�3�(�9�V �D�U�H �F�K�D�U�J�H�G
�D�W �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �S�R�Z�H�U�� �$�F�F�R�U�G�L�Q�J�O�\�� �Z�H �I�R�U�P�X�O�D�W�H �D�Q �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q �S�U�R�E�O�H�P �I�R�U �H�D�F�K �E�X�V �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

8
<

:

min
pi;s 2 [0;3:3]�N�:

P n (s)
i =1 f i;s

�
pi;s

�

P n (s)
i =1 pi;s � pmax

s ;
����������

�Z�K�H�U�Hn(s) �L�V �W�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I�3�(�9�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�Hs���W�K �E�X�V�� �5�R�X�J�K�O�\ �V�S�H�D�N�L�Q�J�� �3�U�R�E�O�H�P ����������
�Z�R�U�N�V �D�V �I�R�O�O�R�Z�V�� �Z�K�H�Q �W�K�H�U�H �D�U�H �Q�R �V�W�D�E�L�O�L�W�\ �L�V�V�X�H�V�� �W�K�H�Q �W�K�H �P�L�Q�L�P�L�]�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�X�P �R�I �W�K�H�8�)�V
�L�V �D�F�K�L�H�Y�H�G �Z�K�H�Q�3�(�9�V �D�U�H �F�K�D�U�J�H�G �D�W �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �F�K�D�U�J�L�Q�J �U�D�W�H�� �Z�K�H�Q �W�K�H �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �Y�H�K�L�F�O�H�V
�O�R�D�G �U�H�D�F�K�H�V �W�K�H �S�R�Z�H�U �O�L�P�L�W�� �W�K�H�Q�3�(�9�V �D�U�H �F�K�D�U�J�H�G �D�W �D �O�R�Z�H�U �F�K�D�U�J�L�Q�J �U�D�W�H �D�Q�G �V�D�I�H�U �V�\�V�W�H�P
�F�R�Q�I�L�J�X�U�D�W�L�R�Q�V �D�U�H �U�H�V�W�R�U�H�G�� �7�K�H �R�S�W�L�P�L�]�D�W�L�R�Q �S�U�R�E�O�H�P ���������� �F�D�Q �E�H �V�R�O�Y�H�G �L�Q �D �I�X�O�O�\ �G�H�F�H�Q�W�U�D�O�L�]�H�G
�Z�D�\ �L�I �Z�H �O�H�W �H�D�F�K �Y�H�K�L�F�O�H �D�V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V�O�\ �S�H�U�I�R�U�P �W�K�H �G�H�F�U�H�D�V�H �V�W�H�S �Z�L�W�K �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\ �>���� �@��

� i;s (�pi;s (t)) = �
f 0

i;s (�pi;s (t))

�pi;s (t)
; ����������

�Z�K�H�U�Hf 0(�) �L�V �W�K�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H �R�I �I�X�Q�F�W�L�R�Qf (�) �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�L�P�H�� �D�Q�G�pi;s (t) �L�V �W�K�H �D�Y�H�U�D�J�H �F�K�D�U�J�H
�U�D�W�H �R�I�3�(�9i �D�W �E�X�Vs �D�W �S�U�H�Y�L�R�X�V �W�L�P�H �V�W�H�S�V ���W�R �L�P�S�U�R�Y�H �V�P�R�R�W�K�Q�H�V�V �R�I �W�K�H �V�R�O�X�W�L�R�Q����

�pi;s (t) =
1
t

Z t

0
pi;s (� ) d� ; ����������

�D�Q�G� �D�S�S�H�D�U�L�Q�J �L�Q ���������� �L�V �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �U�H�T�X�L�U�H�G �W�R �P�D�S� i;s �L�Q�W�R �D �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\�� �L���H����0 � � i;s � 1�� �(�T�X�D��
�W�L�R�Q ���������� �P�H�D�Q�V �W�K�D�W �H�D�F�K�3�(�9i �U�H�D�F�W�V �W�R �D�&�( �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�O�\ �I�U�R�P �W�K�H �R�W�K�H�U�V�� �Z�L�W�K �W�K�H �F�X�V�W�R�P�L�]�H�G
�S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\� i;s (�pi;s (t)) �E�D�V�H�G �R�Q �L�W�V �K�L�V�W�R�U�L�F�D�O �S�R�Z�H�U �F�R�Q�V�X�P�S�W�L�R�Q�� �$�O�J�R�U�L�W�K�P�� �S�U�R�Y�L�G�H�V �D �S�V�H�X��
�G�R�F�R�G�H �W�R �L�P�S�O�H�P�H�Q�W �W�K�H �$�,�0�' �D�O�J�R�U�L�W�K�P �D�W �H�D�F�K �E�X�V�� �,�I �F�R�Q�Y�H�[�8�)�V �D�U�H �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �D�V �L�Q �R�X�U �F�D�V�H��
�D�Q�G �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V� �D�Q�G� �D�U�H �W�K�H �V�D�P�H �I�R�U �D�O�O �D�J�H�Q�W�V�� �W�K�H�Q �W�K�H �F�R�Q�Y�H�U�J�H�Q�F�H �D�Q�D�O�\�V�L�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q
�>���� �� �6�H�F�W�L�R�Q ���@ �F�D�Q �E�H �X�V�H�G�� �D�Q�G �$�O�J�R�U�L�W�K�P�� �S�U�R�G�X�F�H�V �D �O�R�Q�J���W�H�U�P �D�Y�H�U�D�J�H �W�K�D�W �F�R�Q�Y�H�U�J�H�V �D�O�P�R�V�W

�3�D�J�H ���� ������ ��
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�V�X�U�H�O�\ �W�R �W�K�H �R�S�W�L�P�D�O �V�R�O�X�W�L�R�Q �R�I ������������

�$�O�J�R�U�L�W�K�P ���8�Q�V�\�Q�F�K�U�R�Q�L�]�H�G �$�,�0�' �D�O�J�R�U�L�W�K�P �D�W �W�K�Hs���W�K �E�X�V
�,�Q�L�W�L�D�O�L�V�D�W�L�R�Q��k = 1 ��

�Z�K�L�O�Hk < k simulation �G�R
�L�I

P
i

pi;s (k) � pmax
s (k) �W�K�H�Q

pi;s (k + 1) =

�
�p i;s (k); �Z�L�W�K �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\� i;s ( �pi;s (k))
pi;s (k) + �; �Z�L�W�K �S�U�R�E�D�E�L�O�L�W�\1 � � i;s ( �pi;s (k))

;

�H�O�V�H
pi;s (k + 1) = pi;s (k) + � ��

�H�Q�G �L�I
k = k + 1;
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�D�O�V�R �E�H�H�Q �L�Q�F�O�X�G�H�G �D�W �W�K�H�V�H �E�X�V�H�V �W�R �S�U�H�Y�H�Q�W �F�R�O�O�D�S�V�H�V �G�X�H �W�R �V�K�R�U�W�D�J�H �R�I �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �L�Q �W�K�H
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�7�K�H �G�H�O�L�Y�H�U�D�E�O�H �D�O�V�R �S�U�R�S�R�V�H�V �D�Q �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �O�R�Z���R�U�G�H�U �P�R�G�H�O �W�K�D�W �L�V �D�E�O�H �W�R �D�F�F�X�U�D�W�H�O�\ �F�D�S�W�X�U�H
�W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I�9�3�3�V �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �V�\�V�W�H�P �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�L�H�V�� �7�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G
�P�R�G�H�O �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �D �F�X�U�U�H�Q�W �V�R�X�U�F�H �W�R �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �*�)�/���'�* �G�\�Q�D�P�L�F�V �D�Q�G �D �Y�R�O�W�D�J�H �V�R�X�U�F�H �W�R �U�H�S�U�H�V�H�Q�W
�*�)�0���'�* �G�\�Q�D�P�L�F�V �L�Q �W�K�H�9�3�3�� �$�J�J�U�H�J�D�W�H�G �O�R�D�G�V �D�U�H �D�O�V�R �S�U�R�S�H�U�O�\ �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G�� �6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V
�L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�D�W�� �Z�L�W�K �W�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �P�R�G�H�O���7�6�2�V �F�D�Q �V�W�X�G�\ �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H �J�U�L�G �Z�L�W�K�R�X�W
�O�R�V�V �R�I �D�F�F�X�U�D�F�\ �D�Q�G �Z�L�W�K �Q�R �Q�H�H�G �W�R �P�R�G�H�O �L�Q �G�H�W�D�L�O �W�K�H �W�R�S�R�O�R�J�\ �D�Q�G �W�K�H �Y�D�U�L�R�X�V �X�Q�L�W�V �W�K�D�W �F�R�P�S�U�L�V�H
�W�K�H�9�3�3��

�)�L�Q�D�O�O�\�� �W�K�H �G�H�O�L�Y�H�U�D�E�O�H �S�U�R�S�R�V�H�V �D �G�H�F�H�Q�W�U�D�O�L�]�H�G �$�,�0�' �D�O�J�R�U�L�W�K�P �I�R�U �F�K�D�U�J�L�Q�J�3�(�9�V �Z�L�W�K�R�X�W �D�I�I�H�F�W��
�L�Q�J �W�K�H �V�\�V�W�H�P �V�W�D�E�L�O�L�W�\�� �E�\ �G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\ �D�O�O�R�F�D�W�L�Q�J �W�K�H �D�Y�D�L�O�D�E�O�H �S�R�Z�H�U �L�Q �D�Q �R�S�W�L�P�L�]�H�G �Z�D�\�� �7�K�H
�S�U�R�S�R�V�H�G �V�W�U�D�W�H�J�\ �U�H�T�X�L�U�H�V �Q�H�L�W�K�H�U�3�(�9 �Q�R�U �F�K�D�U�J�L�Q�J �V�W�D�W�L�R�Q�V �W�R �F�R�P�P�X�Q�L�F�D�W�H �D�Q�\ �L�Q�I�R�U�P�D�W�L�R�Q��
�H���J�� �W�K�H�L�U �F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �I�R�U �F�K�D�U�J�L�Q�J�� �D�Q�G �L�V �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U �V�X�L�W�D�E�O�H �I�R�U �O�D�U�J�H �Q�X�P�E�H�U�V �R�I�3�(�9�V�� �$�Q �L�Q�W�H�U�H�V�W��
�L�Q�J �F�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q �L�Q �W�K�L�V �V�W�X�G�\ �L�V �W�K�D�W �D�X�W�R�P�D�W�L�F �I�U�H�T�X�H�Q�F�\���E�D�V�H�G�� �R�U �Y�R�O�W�D�J�H���E�D�V�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �V�W�U�D�W�H�J�L�H�V
�I�D�L�O �W�R �S�U�H�V�H�U�Y�H �W�K�H �V�W�D�E�L�O�L�W�\ �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �V�L�G�H�� �S�R�Z�H�U���E�D�V�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �V�W�U�D�W�H�J�L�H�V �F�D�Q
�E�H �X�V�H�G �W�R �D�X�W�R�P�D�W�L�F�D�O�O�\ �D�Q�G �V�H�D�P�O�H�V�V�O�\ �D�G�M�X�V�W �F�K�D�U�J�L�Q�J �U�D�W�H�V �R�I�3�(�9�V �W�R �R�S�W�L�P�L�]�H �D �G�H�V�L�U�H�G �F�R�V�W
�I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �L�Q�W�H�U�H�V�W��

�3�D�J�H ���� ������ ��



�H�G�J�H�)�/�(�; �'������ �Y������

���� �/�L�V�W �R�I �7�D�E�O�H�V

���� �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�L�H�V �D�Q�G �F�R�Q��
�W�U�R�O �P�R�G�H�V�� �=�,�3 �O�R�D�G�V�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����

���� �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�L�H�V �D�Q�G �F�R�Q��
�W�U�R�O �P�R�G�H�V�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�P�S�H�G�D�Q�F�H �O�R�D�G�V�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����

���� �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �0�H�W�U�L�F� 34 ���'�(�5 ���� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
���� �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�&���� �± �8�Q�V�\�Q�F�K�U�R�Q�L�]�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �Z�L�W�K �S�U�L�R�U�L�W�L�H�V���������������������������������������������� ����

�3�D�J�H ���� ������ ��



�H�G�J�H�)�/�(�; �'������ �Y������

���� �/�L�V�W �R�I �)�L�J�X�U�H�V

���� �5�H�O�D�W�L�R�Q�V �E�H�W�Z�H�H�Q �:�3�� �D�Q�G �R�W�K�H�U �Z�R�U�N �S�D�F�N�D�J�H�V�������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��
���� �(�[�D�P�S�O�H�V �R�I �'�(�5 �F�R�Q�Q�H�F�W�L�Y�L�W�\ �W�R �W�K�H �J�U�L�G�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
���� �'�(�5 �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����
���� �0�R�G�L�I�L�H�G �1�H�Z �(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P �Z�L�W�K �'�(�5�V������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����
���� �7�R�S�R�O�R�J�\ �R�I �'�1 �P�R�G�H�O �X�V�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q �$���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
���� �0�R�G�L�I�L�H�G �1�H�Z �(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P �Z�L�W�K �9�3�3�V�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
���� �0�R�G�L�I�L�H�G �1�H�Z �(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P�� �*�H�Q�V �� �D�Q�G �� �D�U�H �P�R�G�H�O�H�G �D�V �:�3�3�V�������������������������������������������������� ����
���� �9�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H �R�I �'�(�5 �P�R�G�H�O���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����
���� �9�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H �R�I �(�6�6 �P�R�G�H�O������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �&�) �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �R�X�W�D�J�H �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V �������������������������������������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �&�) �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �I�D�X�O�W �D�W �E�X�V �� �F�O�H�D�U�H�G �E�\ �W�U�L�S�S�L�Q�J �O�L�Q�H ���������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �%�X�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�L�H�V �X�V�L�Q�J �3�/�/�� �)�'�) �D�Q�G �&�)���������������������������������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�I�W�H�U �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H �������������������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �'�(�5 �D�W �E�X�V ���� �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�H �D�I�W�H�U �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H ������������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �9�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H �������� �)�&���0�5�9�&������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �D �W�K�U�H�H���S�K�D�V�H �I�D�X�O�W���������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �(�6�6 �V�W�R�U�H�G �H�Q�H�U�J�\ �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �D �W�K�U�H�H���S�K�D�V�H �I�D�X�O�W�������������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �D �O�R�D�G �L�Q�F�U�H�D�V�H�������������������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ������������������������������������������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H ���������������������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�I�W�H�U �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V �������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�%���� �±� 34 ���'�(�5 ���� �I�R�U �)�9�3���)�9�4 �D�S�S�O�L�H�G �W�R �D �S�R�U�W�L�R�Q �R�I �9�3�3 �D�V�V�H�W�V������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ������������������������������������������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ������������������������������������������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�I�W�H�U �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V �������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �5�D�W�L�R�V �R�I �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �Y�V �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V�������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p;8 (
 p;8 2f 0; 1; 2; 3g) �������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 q;8 (
 q;8 2f 0; 1; 2; 3g) �������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �5�D�W�L�R �R�I �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �Y�V �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V���������������������������������� ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p;14 (
 p;1 2f 0; 1; 2; 3g) ������������������ ����
������ �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p12 (
 p;12 2f 0; 1; 2; 3g) ���������������� ����
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�6�)�&�R�I �D �S�R�Z�H�U �V�\�V�W�H�P�� �7�K�H �X�V�H �F�D�V�H �D�O�V�R �V�H�U�Y�H�V �W�R �V�W�X�G�\ �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G
�9�3�3�P�R�G�H�O�V�� �7�K�L�V �X�V�H �F�D�V�H �L�V �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �1�H�Z �(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q ���������� �R�I
�'�������� �7�K�H �V�\�V�W�H�P �L�V �P�R�G�L�I�L�H�G �W�R �L�Q�F�O�X�G�H �D�9�3�3��
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�7�K�L�V �X�V�H �F�D�V�H �L�V �P�R�G�L�I�L�H�G �W�R �L�Q�F�O�X�G�H �W�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �Q�R�Q���V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �G�H�Y�L�F�H�V�� �V�X�F�K
�D�V�9�'�/ �V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H �D�V�V�H�V�V�P�H�Q�W �R�I �E�X�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �P�H�W�K�R�G�V�� �7�K�H �X�S�G�D�W�H�G �Q�D�U�U�D�W�L�Y�H
�R�I �W�K�H �X�V�H �F�D�V�H �L�V �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

�7�K�H �J�R�D�O �R�I �W�K�L�V �X�V�H �F�D�V�H �L�V �W�R �H�V�W�L�P�D�W�H �W�K�H �L�Q�H�U�W�L�D �D�Q�G �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W �L�Q�H�U�W�L�D �R�I �V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �D�Q�G �Q�R�Q��
�V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �G�H�Y�L�F�H�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �D �S�R�Z�H�U �J�U�L�G�� �W�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �R�I �Q�R�Q���V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V
�G�H�Y�L�F�H �P�R�G�H�O�V�� �V�X�F�K �D�V �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V �R�I�9�'�/ �V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�R �D�V�V�H�V�V �E�X�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �H�V�W�L��
�P�D�W�L�R�Q �P�H�W�K�R�G�V�� �7�R �W�K�L�V �D�L�P�� �W�K�H �:�6�&�& �V�\�V�W�H�P �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q ���������� �R�I �'������ �L�V �P�R�G�L�I�L�H�G �W�R
�L�Q�F�O�X�G�H �Q�R�Q���V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �G�H�Y�L�F�H�V �R�I �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �W�H�F�K�Q�R�O�R�J�L�H�V�� �V�X�F�K �D�V�9�'�/ �V���(�6�6�V���7�K�H�U�P�R�V�W�D�W�L�F�D�O�O�\��
�&�R�Q�W�U�R�O�O�H�G �/�R�D�G�V ���7�&�/�V�����:�3�3 �V�� �D�Q�G�9�L�U�W�X�D�O �6�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �0�D�F�K�L�Q�H�V ���9�6�0�V���� �R�I �Z�K�L�F�K �W�K�H �H�T�X�L�Y�D��
�O�H�Q�W �L�Q�H�U�W�L�D �D�Q�G �S�D�U�D�P�H�W�H�U �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �L�V �R�I �L�Q�W�H�U�H�V�W��

�7�K�H �X�S�G�D�W�H�G�.�3�,�V �R�I �W�K�H �X�V�H �F�D�V�H �D�U�H �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

�‡ �(�U�U�R�U �E�H�W�Z�H�H�Q �D�F�W�X�D�O �D�Q�G �H�V�W�L�P�D�W�H�G �L�Q�H�U�W�L�D �F�R�Q�V�W�D�Q�W��

�‡ �(�U�U�R�U �E�H�W�Z�H�H�Q �H�V�W�L�P�D�W�H�G �D�Q�G �D�F�W�X�D�O �S�D�U�D�P�H�W�H�U �R�I �Q�R�Q���V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �G�H�Y�L�F�H��
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�$���� �5�H�Y�L�V�L�W�H�G �'�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q �R�I �0�R�G�H�O �&�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V

�$�������� �9�R�O�W�D�J�H �&�R�Q�W�U�R�O�O�H�U�V �R�I �1�R�Q���6�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V �'�H�Y�L�F�H�V
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�$������������ �'�L�V�W�U�L�E�X�W�H�G �(�Q�H�U�J�\ �5�H�V�R�X�U�F�H�V

�)�L�J�X�U�H�� �V�K�R�Z�V �W�K�H�'�(�5 �P�R�G�H�O �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�W�U�X�F�W�X�U�H�� �,�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �D�Q �L�Q�Q�H�U �O�R�R�S �W�K�D�W �U�H�J�X�O�D�W�H�V
�W�K�H �T���D�[�L�V �F�X�U�U�H�Q�W �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W �D�Q�G �D�Q �R�X�W�H�U �O�R�R�S �I�R�U �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O�� �7�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �O�R�R�S �D�S�S�O�L�H�V
�D�3�,�F�R�Q�W�U�R�O �W�R �W�K�H �H�U�U�R�Uvref � vh �D�Q�G �W�K�H �R�X�W�S�X�W �L�V �I�H�G �W�R �W�K�H�'�(�5 �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �U�H�I�H�U�H�Q�F�H��

�)�L�J�X�U�H �� �± �9�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H �R�I �'�(�5 �P�R�G�H�O

�$������������ �(�Q�H�U�J�\ �6�W�R�U�D�J�H �6�\�V�W�H�P�V

�)�L�J�X�U�H�� �V�K�R�Z�V �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I �W�K�H�(�6�6�� �7�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �O�R�R�S �I�L�O�W�H�U�V �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H
�H�U�U�R�U �D�Q�G �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�V �D �O�H�D�G���O�D�J �F�R�Q�W�U�R�O �Z�K�R�V�H �R�X�W�S�X�W �L�V �I�H�G �W�R �W�K�H�(�6�6�U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �G�\�Q�D�P�L�F�V��

�)�L�J�X�U�H �� �± �9�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H �R�I �(�6�6 �P�R�G�H�O

�$�������� �3�(�9 �)�O�H�H�W�V �0�R�G�H�O

�6�W�D�W�L�V�W�L�F�D�O �D�Q�D�O�\�V�H�V �K�D�Y�H �V�K�R�Z�Q �W�K�D�W �L�Q �W�K�H �Q�H�D�U �I�X�W�X�U�H �D �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W �Q�X�P�E�H�U �R�I�3�(�9�V �L�V �H�[�S�H�F�W�H�G �W�R
�F�K�D�U�J�H �L�Q �D �G�R�P�H�V�W�L�F �V�F�H�Q�D�U�L�R �>���� ������ �@�� �D�V �V�R�R�Q �D�V �W�K�H �G�U�L�Y�H�U�V �F�R�P�H �E�D�F�N �K�R�P�H �D�I�W�H�U �Z�R�U�N �>���� ������ �@��
�,�Q �W�K�L�V �F�D�V�H�� �W�K�H �Q�X�P�E�H�U �R�I �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G�3�(�9�V �P�D�\ �T�X�L�F�N�O�\ �L�Q�F�U�H�D�V�H �L�Q �D �V�K�R�U�W �W�L�P�H�� �H���J�� �U�L�J�K�W �E�H�I�R�U�H
�G�L�Q�Q�H�U �W�L�P�H�� �D�Q�G �P�D�\ �J�L�Y�H �U�L�V�H �W�R �D �Q�H�Z �H�Y�H�Q�L�Q�J �O�R�D�G �S�H�D�N�� �7�K�L�V �S�H�D�N �R�I�3�(�9 �G�R�P�H�V�W�L�F �F�K�D�U�J�L�Q�J
�F�D�Q �E�H �P�R�G�H�O�H�G �D�V �P�D�Q�\ �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �O�R�D�G �U�D�P�S�V �D�W �V�R�P�H �E�X�V�H�V �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N�� �Z�K�H�U�H �R�W�K�H�U
�F�R�Q�Y�H�Q�W�L�R�Q�D�O �O�R�D�G�V �D�U�H �D�O�V�R �S�U�H�V�H�Q�W�� �7�K�H �O�R�D�G �P�R�G�H�O �D�W �E�X�V�H�V �Z�K�H�U�H�3�(�9�V �D�U�H �D�O�V�R �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �L�V��

p = p0 + RPEV (t � t0) + � p ; _� p = � a� p + b�p ; ���$������

�Z�K�H�U�Hp �L�V �W�K�H �W�R�W�D�O �O�R�D�G��p0 �L�V �W�K�H �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �S�U�H���H�[�L�V�W�L�Q�J�9�'�/ ��RPEV �L�V �W�K�H �U�D�P�S �U�D�W�H �R�I �W�K�H�3�(�9�V��
t0 �L�V �W�K�H �W�L�P�H �D�W �Z�K�L�F�K �W�K�H �H�Y�H�Q�L�Q�J �U�D�P�S �E�H�J�L�Q�V��� p �L�V �D �*�D�X�V�V�L�D�Q �P�H�D�Q���U�H�Y�H�U�W�H�G �V�W�R�F�K�D�V�W�L�F �S�U�R�F�H�V�V
�W�K�D�W �U�H�S�U�R�G�X�F�H�V �O�R�D�G �U�D�Q�G�R�P �I�O�X�F�W�X�D�W�L�R�Q�V��a �L�V �W�K�H �G�U�L�I�W��b �L�V �W�K�H �G�L�I�I�X�V�L�R�Q�� �D�Q�G� p �L�V �Z�K�L�W�H �Q�R�L�V�H �>���� �@��
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�$���� �'�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q �R�I �&�R�P�S�O�H�[ �)�U�H�T�X�H�Q�F�\

�)�R�U �W�K�H �V�D�N�H �R�I �W�K�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q�� �L�W �L�V �F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�W �W�R �G�U�R�S �W�K�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�\ �R�Q �W�L�P�H �D�Q�G �U�H�Z�U�L�W�H ���������� �L�Q
�D�Q �H�O�H�P�H�Q�W���Z�L�V�H �Q�R�W�D�W�L�R�Q�� �)�R�U �D �Q�H�W�Z�R�U�N �Z�L�W�Kn �E�X�V�H�V�� �R�Q�H �K�D�V��

ph = vh
P n

k=1 vk [Ghk cos� hk + Bhk sin � hk ] ;

qh = vh
P n

k=1 vk [Ghk sin � hk � Bhk cos� hk ] ;
���$������

�Z�K�H�U�HGhk �� Bhk �D�U�H �W�K�H �U�H�D�O �D�Q�G �L�P�D�J�L�Q�D�U�\ �S�D�U�W �R�I �W�K�H �H�O�H�P�H�Q�W(h; k) �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N �D�G�P�L�W�W�D�Q�F�H
�P�D�W�U�L�[�� �L���H���Yhk = Ghk + |B hk �� vh �� vk �D�U�H �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �P�D�J�Q�L�W�X�G�H�V �D�W �E�X�V�H�Vh �D�Q�Gk�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��
�D�Q�G� hk = � h � � k �� �Z�K�H�U�H� h �D�Q�G� k �D�U�H �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �S�K�D�V�H �D�Q�J�O�H�V �D�W �E�X�V�H�Vh �D�Q�Gk�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��
h = 1 ; 2; : : : ; n�� �(�T�X�D�W�L�R�Q�V ���$������ �F�D�Q �E�H �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�O�\ �Z�U�L�W�W�H�Q �D�V��

ph =
P n

k=1 phk ; �D�Q�Gqh =
P n

k=1 qhk ; ���$������

�Z�K�H�U�H
phk = vh vk [Ghk cos� hk + Bhk sin � hk ] ;

qhk = vh vk [Ghk sin � hk � Bhk cos� hk ] :
���$������

�'�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�L�Q�J ���$������ �J�L�Y�H�V �>���� �@��

dph =
P n

k=1
@ph
@�hk

d� hk +
P n

k=1
@ph
@vk

dvk � dp0
h + dp00

h : ���$������

dqh =
P n

k=1
@qh
@�hk

d� hk +
P n

k=1
@qh
@vk

dvk � dq0
h + dq00

h : ���$������

�,�Q ���$��������dph �L�V �W�K�H �W�R�W�D�O �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �R�I �S�R�Z�H�U �D�W �E�X�Vh��dp0
h �L�V �W�K�H �T�X�R�W�D �R�I �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �W�K�D�W �G�H�S�H�Q�G�V

�R�Q �E�X�V �Y�R�O�W�D�J�H �S�K�D�V�H �D�Q�J�O�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V�� �D�Q�Gdp00
h �L�V �W�K�H �T�X�R�W�D �R�I �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �W�K�D�W �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q �E�X�V

�Y�R�O�W�D�J�H �P�D�J�Q�L�W�X�G�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V�� �)�U�R�P ���$�������� �L�W �L�V �U�H�O�H�Y�D�Q�W �W�R �R�E�V�H�U�Y�H �W�K�D�W@ph
@�hk

= � qhk �� �D�Q�G@qh
@�hk

= phk ��
�5�H�F�D�O�O�L�Q�J �D�O�V�R �W�K�D�W� hk = � h � � k �D�Q�G �X�V�L�Q�J ���$�������� �O�H�D�G�V �W�R �U�H�Z�U�L�W�Hdp0

h �D�Q�Gdq0
h �D�V��

dp0
h = � qh d� h +

P n
k=1 qhk d� k ; dq0

h = ph d� h �
P n

k=1 phk d� k : ���$������

�,�Q �W�K�H �V�D�P�H �Y�H�L�Q�� �I�U�R�P ���$�������� ���$������ �D�Q�G ���$��������dp00
h �D�Q�Gdq00

h �F�D�Q �E�H �U�H�Z�U�L�W�W�H�Q �D�V��

dp00
h =

ph

vh
dvh +

P n
k=1

phk

vk
dvk ; dq00

h =
qh

vh
dvh +

P n
k=1

qhk

vk
dvk : ���$������

�/�H�W �X�V �G�H�I�L�Q�H �W�K�H �T�X�D�Q�W�L�W�\uh � ln (vh )�� �Z�K�H�U�H �E�R�W�K �W�K�H �O�R�J�D�U�L�W�K�P �D�Q�G �L�W�V �D�U�J�X�P�H�Q�W �D�U�H �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q��
�O�H�V�V�� �:�L�W�K �W�K�L�V �D�L�P��vh �L�V �L�Q �S�H�U �X�Q�L�W�� �Q�D�P�H�O�\ �L�W �L�V �W�K�H �U�D�W�L�R �R�I �W�Z�R �Y�R�O�W�D�J�H�V ���W�K�X�V �Z�L�W�K�R�X�W �X�Q�L�W�V����
�&�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O �R�Iuh �� ���$������ �F�D�Q �E�H �U�H�Z�U�L�W�W�H�Q �D�V �>���� �@��

dp00
h = ph duh +

P n
k=1 phk duk ; dq00

h = qh duh +
P n

k=1 qhk duk : ���$������

�(�T�X�D�W�L�R�Q�V ���$������ �D�Q�G ���$������ �F�D�Q �E�H �H�[�S�U�H�V�V�H�G �L�Q �W�H�U�P�V �R�I �F�R�P�S�O�H�[ �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V��

d�s0
h = dp0

h + |dq0
h = | �sh d� h � |

P n
k=1 �shk d� k ;

d�s00
h = dp00

h + |dq00
h = �sh duh +

P n
k=1 �shk duk ;

���$��������

�D�Q�G�� �I�L�Q�D�O�O�\�� �G�H�I�L�Q�L�Q�J �W�K�H �F�R�P�S�O�H�[ �T�X�D�Q�W�L�W�\�� h � uh + | � h �� �W�K�H �W�R�W�D�O �F�R�P�S�O�H�[ �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �F�D�Q �E�H
�Z�U�L�W�W�H�Q �L�Q �D �F�R�P�S�D�F�W �P�D�W�U�L�[ �I�R�U�P�� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V �>���� �@��

d�s = �s � d�� + �Sd��
�

; ���$��������

�Z�K�H�U�H�S 2 Cn � n �L�V �D �P�D�W�U�L�[ �Z�K�R�V�H(h; k)���W�K �H�O�H�P�H�Q�W �L�V�shk �� �(�[�S�U�H�V�V�L�R�Q ���$�������� �K�D�V �E�H�H�Q �R�E�W�D�L�Q�H�G
�L�Q �J�H�Q�H�U�D�O�� �L���H���� �D�V�V�X�P�L�Q�J �D �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �D �J�H�Q�H�U�L�F �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �S�D�U�D�P�H�W�H�U�� �,�I �W�K�L�V
�S�D�U�D�P�H�W�H�U �L�V �W�K�H �W�L�P�Ht�� ���$�������� �W�K�H �Z�H �D�U�U�L�Y�H �D�W ������������ �Z�K�H�U�H�� = _�� = _u + | _� �� �5�H�F�D�O�O�L�Q�J �W�K�D�W
! (t) = _� (t) = _# (t) � ! o(t) �D�Q�G �G�H�I�L�Q�L�Q�J%� _u �� �Z�H �R�E�W�D�L�Q ������������ �1�R�W�H �W�K�D�W �E�R�W�K �U�H�D�O �D�Q�G �L�P�D�J�L�Q�D�U�\
�S�D�U�W �R�I ���������� �K�D�Y�H�� �L�Q �I�D�F�W�� �W�K�H �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q �R�I �V� 1�� �D�Vu �L�V �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V �D�Q�G! �L�V �H�[�S�U�H�V�V�H�G �L�Q �U�D�G���V��

�3�D�J�H ���� ������ ��
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�)�U�R�P �W�K�H �G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q �R�Iuh �� �R�Q�H �K�D�Vvh = exp( uh )�� �L���H���� �W�K�H �P�D�J�Q�L�W�X�G�H �R�I �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �L�V �H�[�S�U�H�V�V�H�G
�D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �Z�K�R�V�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H �L�V �H�T�X�D�O �W�R �W�K�H �I�X�Q�F�W�L�R�Q �L�W�V�H�O�I�� �7�K�L�V �F�R�Q�F�H�S�W �L�V �N�H�\ �L�Q �W�K�H �W�K�H�R�U�\ �R�I
�/�L�H �J�U�R�X�S�V �D�Q�G �D�O�J�H�E�U�D�� �Z�K�L�F�K �G�H�I�L�Q�H�V �W�K�H �V�S�D�F�H �R�I �O�L�Q�H�D�U �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�V �R�I �J�H�Q�H�U�D�O�L�]�H�G �³�U�D�W�H�V �R�I
�F�K�D�Q�J�H�´ �>���� �@��

�$�Q�R�W�K�H�U �Z�D�\ �W�R �Z�U�L�W�H ���������� �L�V �E�\ �V�S�O�L�W�W�L�Q�J_�s �L�Q�W�R �L�W�V �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V_�s0 �D�Q�G_�s00�� �$�F�F�R�U�G�L�Q�J �W�K�H �G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q�V
�R�I�s0 �D�Q�G�s00�� _�s0 �G�R�H�V �Q�R�W �G�H�S�H�Q�G �R�Q%�� �Z�K�H�U�H�D�V_�s00�G�R�H�V �Q�R�W �G�H�S�H�Q�G �R�Q! �� �D�V �I�R�O�O�R�Z�V��

_�s0 = | �s � ! � | �S ! ;

_�s00= �s � %+ �S%:
���$��������

�,�W �L�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R �Q�R�W�H �W�K�D�W�� �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O�� �W�K�H �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �R�I_�s0 �D�Q�G_�s00�D�U�H �Q�R�W �N�Q�R�Z�Q�D �S�U�L�R�U�L�� �7�K�H�V�H
�F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �K�R�Z�H�Y�H�U�� �F�D�Q �E�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J ������������ ���$�������� �D�Q�G��

_�s = _�s0+ _�s00: ���$��������

�)�R�U �W�K�H �V�D�N�H �R�I �F�R�P�S�O�H�W�H�Q�H�V�V�� �Z�H �I�L�Q�D�O�O�\ �Q�R�W�H �W�K�D�W�� �D�Q �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �D�V�S�H�F�W �R�I �W�K�H �G�H�Y�H�O�R�S�P�H�Q�W�V �G�L�V��
�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �L�V �Z�K�H�W�K�H�U ���������� �F�D�Q �E�H �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�H�G �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �D�Q �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �Y�D�U�L�D�E�O�H
�D�Q�G�� �L�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�L�P�H�� �:�L�W�K �W�K�L�V �U�H�J�D�U�G�� �W�K�H �L�Q�W�H�U�H�V�W�H�G �U�H�D�G�H�U �L�V �U�H�I�H�U�U�H�G �W�R �>���� �@��

�:�H �Q�R�Z �G�H�U�L�Y�H ���������� �L�Q �D�Q �D�O�W�H�U�Q�D�W�L�Y�H �D�Q�G �P�R�U�H �F�R�P�S�D�F�W �I�R�U�P�X�O�D�W�L�R�Q �D�V �D �I�X�Q�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �F�X�U�U�H�Q�W�V��
�)�L�U�V�W�� �R�E�V�H�U�Y�H �W�K�D�W��

_�v = �v � �� : ���$��������

�7�K�H �S�U�R�R�I �R�I �W�K�H �O�D�V�W �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q �L�V �J�L�Y�H�Q �L�Q �>���� �@�� �8�V�L�Q�J �W�K�L�V �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H �W�L�P�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H
�R�I�s �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�Hdq���D�[�L�V �U�H�I�H�U�H�Q�F�H �I�U�D�P�H�� �Z�H �D�U�U�L�Y�H �D�W ������������ �>���� �@��

�$�Q�R�W�K�H�U �Z�D�\ �W�R �Z�U�L�W�H ���������� �L�V �E�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�L�Q�J �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�L�P�H ���������� �R�U �E�\ �G�L�Y�L�G�L�Q�J �H�D�F�K �U�R�Z �R�I
�S �E�\ �W�K�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �Y�R�O�W�D�J�H�vh �L�Q �������������� �,�P�S�O�H�P�H�Q�W�L�Q�J �W�K�L�V �G�L�Y�L�V�L�R�Q �D�Q�G �X�V�L�Q�J ���$�������� �J�L�Y�H�V��

_�{ = �Y [�v � �� ] = �Y diag(�v) �� ; ���$��������

�D�Q�G�� �G�H�I�L�Q�L�Q�J�I = �Y diag(�v)�� �Z�H �D�U�U�L�Y�H �D�W ������������ �>���� �@��

�3�D�J�H ���� ������ ��
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�$���� �6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �5�H�V�X�O�W�V

�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �S�U�H�V�H�Q�W�V �W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �R�Q �W�K�H �F�R�Q�F�H�S�W�V �D�Q�G �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �W�K�L�V �G�H��
�O�L�Y�H�U�D�E�O�H�� �$�O�O �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H �S�R�Z�H�U �V�\�V�W�H�P �D�Q�D�O�\�V�L�V �V�R�I�W�Z�D�U�H �W�R�R�O �'�R�P�H �>���� �@��

�$�������� �%�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �&�) �'�X�U�L�Q�J �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W�V

�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �S�U�H�V�H�Q�W�V �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �W�K�D�W �L�O�O�X�V�W�U�D�W�H �W�K�H �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H�&�)�G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �&�K�D�S�W�H�U����
�5�H�V�X�O�W�V �D�U�H �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H�:�6�&�& �V�\�V�W�H�P��

�$������������ �%�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �&�) �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V

�)�L�J�X�U�H�V���� �D�Q�G���� �V�K�R�Z �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �� �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �R�I �W�K�H�&�) �D�W �D �J�H�Q�H�U�D�W�R�U �D�Q�G
�D �O�R�D�G �E�X�V�� �E�X�V �� �D�Q�G �E�X�V ���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I! h �D�Q�G%h �D�W �J�U�L�G �E�X�V�H�V �L�V �R�E�W�D�L�Q�H�G
�W�K�U�R�X�J�K �D �V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V���U�H�I�H�U�H�Q�F�H �I�U�D�P�H�3�/�/ �P�R�G�H�O �>���� ������ �@��

�6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �V�K�R�Z �W�K�D�Wj! h j � j %h j�� �7�K�L�V �L�Q�H�T�X�D�O�L�W�\ �K�R�O�G�V �I�R�U �D�O�O �Q�H�W�Z�R�U�N�V �D�Q�G �V�F�H�Q�D�U�L�R�V �W�K�D�W
�Z�H �K�D�Y�H �W�H�V�W�H�G �I�R�U �W�K�H �S�U�H�S�D�U�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�L�V �Z�R�U�N��

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �&�) �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �R�X�W�D�J�H �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V ��

�$������������ �%�X�V �)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �(�V�W�L�P�D�W�L�R�Q

�7�K�H �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I ���������� �L�Q �D �V�R�I�W�Z�D�U�H �W�R�R�O �I�R�U �W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �S�R�Z�H�U �V�\�V�W�H�P�V �F�D�Q �E�H �X�V�H�I�X�O �W�R
�G�H�W�H�U�P�L�Q�H �W�K�H �³�H�[�D�F�W�´ �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �D�W �Q�H�W�Z�R�U�N �E�X�V�H�V �L�Q �D �5�0�6 �P�R�G�H�O �I�R�U �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �V�W�D�E�L�O�L�W�\
�D�Q�D�O�\�V�L�V�� �7�K�L�V �W�R�S�L�F �K�D�V �E�H�H�Q �G�L�V�F�X�V�V�H�G �D�Q�G �V�R�O�Y�H�G �X�Q�G�H�U �Y�D�U�L�R�X�V �K�\�S�R�W�K�H�V�H�V �L�Q �>���� ���� ���@�� �,�Q
�S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �W�K�H�)�'�) �S�U�R�S�R�V�H�G �L�Q �>���@ �L�V �E�D�V�H�G �R�Q �������������� �Z�K�L�F�K �L�V �D�Q �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q �R�I ������������

�7�K�H �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q ���������� �V�W�D�W�H�V �W�K�H �O�L�Q�N �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H�&�) �D�Q�G �W�K�H �U�H�V�W �R�I �W�K�H �Y�D�U�L�D�E�O�H�V �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P��
�7�K�X�V�� �L�Q ������������ �W�K�H �X�Q�N�Q�R�Z�Q�V �D�U�H�� �R�U�� �H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W�O�\��� �D�Q�G! �� �2�Q�H �F�D�Q�� �R�I �F�R�X�U�V�H�� �F�D�O�F�X�O�D�W�H �W�K�H�V�H
�T�X�D�Q�W�L�W�L�H�V �E�\ �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�L�Q�J �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�L�P�Hu �D�Q�G� �� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �V�L�Q�F�Hu �D�Q�G�
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�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �&�) �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �I�D�X�O�W �D�W �E�X�V �� �F�O�H�D�U�H�G �E�\ �W�U�L�S�S�L�Q�J �O�L�Q�H ������

�D�U�H �D�O�J�H�E�U�D�L�F �Y�D�U�L�D�E�O�H�V�� �W�K�H �Q�X�P�H�U�L�F�D�O �V�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �P�R�G�H�O �G�R�H�V �Q�R�W �S�U�R�Y�L�G�H �G�L�U�H�F�W�O�\ �W�K�H
�Y�D�O�X�H�V �R�I �W�K�H�L�U �W�L�P�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H�V�� �6�R �H�L�W�K�H�U �R�Q�H �K�D�V �W�R �X�V�H �V�R�P�H �V�R�U�W �R�I �Q�X�P�H�U�L�F�D�O �G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�W�L�R�Q
���Z�L�W�K �W�K�H �L�V�V�X�H�V �W�K�D�W �D�U�L�V�H �D�W �G�L�V�F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�L�H�V���� �X�V�H �V�R�P�H �V�R�U�W �R�I �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q ���H���J���� �W�K�H�3�/�/ �X�W�L�O�L�]�H�G �L�Q
�W�K�H �S�U�H�Y�L�R�X�V �H�[�D�P�S�O�H���� �R�U �V�R�O�Y�H ������������ �7�K�H �O�D�W�W�H�U �L�V �W�K�H �D�S�S�U�R�D�F�K �X�W�L�O�L�]�H�G �L�Q �W�K�L�V �H�[�D�P�S�O�H��

�7�K�H �S�U�R�F�H�G�X�U�H �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G �L�Q �W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �L�V �G�H�W�D�L�O�H�G �L�Q �>���� �@�� �)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V
�W�K�H �L�P�D�J�L�Q�D�U�\ �S�D�U�W �R�I �W�K�H�&�) �D�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �D ���W�K �D�Q�G �D ���Q�G �R�U�G�H�U �P�R�G�H�O �R�I �W�K�H�6�0�V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V
�I�R�U �D �V�F�H�Q�D�U�L�R �Z�K�H�U�H �W�K�H�6�0 �D�W �E�X�V �� �L�V �V�X�E�V�W�L�W�X�W�H�G �I�R�U �D�&�R�Q�Y�H�U�W�H�U �,�Q�W�H�U�I�D�F�H�G �*�H�Q�H�U�D�W�R�U ���&�,�*���� �7�K�H
�P�R�G�H�O �X�V�H�G �W�R �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H�&�,�*�L�Q �W�K�L�V �H�[�D�P�S�O�H �L�V �S�U�R�Y�L�G�H�G �L�Q �>���� �@�� �7�K�H �S�O�R�W�V �U�H�I�H�U �W�R �W�K�H �G�L�V�F�R�Q��
�Q�H�F�W�L�R�Q �D�Wt = 1 �V �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V ���� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J�3�/�/�V �P�D�W�F�K�H�V �Z�H�O�O �W�K�H �³�H�[�D�F�W�´
�U�H�V�X�O�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �Z�L�W�K �W�K�H�&�) �H�[�F�H�S�W �I�R�U �W�K�H �Q�X�P�H�U�L�F�D�O �V�S�L�N�H�V �W�K�D�W �I�R�O�O�R�Z �W�K�H �O�R�D�G �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �D�Q�G
�D �V�P�D�O�O �G�H�O�D�\ �W�K�D�W �L�V �G�X�H �W�R �W�K�H �F�R�Q�W�U�R�O �O�R�R�S �R�I �W�K�H�3�/�/�� �7�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �I�R�U�P�X�O�D �L�V �D�O�V�R �U�R�E�X�V�W �Z�L�W�K
�U�H�V�S�H�F�W �W�R �Q�R�L�V�H �D�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H�����E��

�7�K�H �H�Y�H�Q�W�V �F�U�H�D�W�H �V�S�L�N�H�V �L�Q �W�K�H �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I! �R�E�W�D�L�Q�H�G �Z�L�W�K �W�K�H�3�/�/�� �7�K�H �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I! �D�V �H�V��
�W�L�P�D�W�H�G �Z�L�W�K �W�K�H�&�)�� �R�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �G�H�S�H�Q�G�V �R�Q �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F�V �R�I �W�K�H �G�H�Y�L�F�H �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�H
�E�X�V �Z�K�H�U�H �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �L�V �H�V�W�L�P�D�W�H�G�� �,�W �L�V �V�P�R�R�W�K �I�R�U �W�K�H ���Q�G �R�U�G�H�U�6�0 �D�Q�G �V�K�R�Z �D �V�P�D�O�O �M�X�P�S
�I�R�U �W�K�H ���W�K �R�U�G�H�U�6�0�� �7�K�H �O�D�W�W�H�U �E�H�K�D�Y�L�R�U �L�V �G�X�H �W�R �W�K�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �R�Q �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H
�P�D�J�Q�L�W�X�G�H�� �Z�K�L�F�K �L�V �P�R�G�H�O�H�G �D�V �D�Q �D�O�J�H�E�U�D�L�F �Y�D�U�L�D�E�O�H�� �2�Q �W�K�H �R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �W�K�H �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H!
�H�V�W�L�P�D�W�H�G �Z�L�W�K �W�K�H�&�) �D�W �W�K�H�&�,�*�E�X�V �V�K�R�Z�V �D �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �I�D�V�W �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �D�I�W�H�U �W�K�H �O�R�D�G �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q
���V�H�H �)�L�J�X�U�H�����G���� �7�K�L�V �L�V �G�X�H �W�R �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F�V �R�I �W�K�H �F�X�U�U�H�Q�W�V �R�I �W�K�H �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U��

�)�L�J�X�U�H���� �D�O�V�R �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H�)�'�) �� �7�K�H�)�'�) �P�D�W�F�K�H�V �F�O�R�V�H�O�\ �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�I
�W�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �P�H�W�K�R�G �Z�K�H�Q �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G ���Q�G �R�U�G�H�U �P�R�G�H�O �R�I �W�K�H�6�0�V �E�X�W �L�Q�W�U�R�G�X�F�H�V
�V�R�P�H �H�U�U�R�U�V �L�I �W�K�H�6�0 �P�R�G�H�O �L�Q�F�O�X�G�H�V �U�R�W�R�U �I�O�X�[ �G�\�Q�D�P�L�F�V �R�U �Z�K�H�Q �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H�&�,�*��
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���D�� ���W�K �R�U�G�H�U �P�D�F�K�L�Q�H �P�R�G�H�O�V

���E�� ���W�K �R�U�G�H�U �P�D�F�K�L�Q�H �P�R�G�H�O�V �	 �Q�R�L�V�H

���F�� ���Q�G �R�U�G�H�U �P�D�F�K�L�Q�H �P�R�G�H�O�V

���G���&�,�*�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V ��

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �%�X�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�L�H�V �X�V�L�Q�J�3�/�/���)�'�) �D�Q�G�&�)
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�$�������� �&�R�P�E�L�Q�H�G �9�R�O�W�D�J�H���)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �&�R�Q�W�U�R�O

�$������������ �)�&���0�5�9�& �6�F�K�H�P�H

�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �S�U�H�V�H�Q�W�V �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �R�Q �W�K�H �P�R�G�L�I�L�H�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�H �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G
�L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�������� �7�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �X�V�H�G �I�R�U �W�K�H�'�(�5 �D�Q�G�(�6�6�F�R�Q�W�U�R�O�V �D�U�H �S�U�R�Y�L�G�H�G �L�Q �>���� �@��

�$���������������� �'�(�5�V �&�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �%�X�V�H�V �� �D�Q�G ��

�:�H �W�H�V�W �W�K�H �L�P�S�D�F�W �R�I �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�H ���������� �R�Q �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �S�U�R�Y�L�G�H�G �E�\ �W�K�H�'�(�5 �V
�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V�H�V �� �D�Q�G �� �R�I �W�K�H �P�R�G�L�I�L�H�G�:�6�&�& �V�\�V�W�H�P�� �,�Q �W�K�L�V �V�F�H�Q�D�U�L�R�� �Q�R�(�6�6 �L�V �L�Q�F�O�X�G�H�G
�L�Q �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �7�K�H �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V �W�K�D�W �L�Q�F�O�X�G�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �F�R�Q�V�L�G�H�U �D�V �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �F�R�Q�W�U�R�O
�L�Q�S�X�W �V�L�J�Q�D�O �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �R�I �W�K�H�&�2�,�� �Z�K�L�F�K�� �V�L�Q�F�H �W�K�H�U�H �L�V �R�Q�O�\ �R�Q�H�6�0 �O�H�I�W �L�Q �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �F�R�L�Q�F�L�G�H�V
�Z�L�W�K �W�K�H �U�R�W�R�U �V�S�H�H�G �R�I �W�K�H�6�0 �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V �� ��! 1���� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �I�R�U �W�K�H �)�&���0�5�9�&�� �W�K�H�'�(�5 �V �D�W
�E�X�V�H�V �� �D�Q�G �� �D�U�H �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �V�\�V�W�H�P �L�Q �D�Q�W�H�Q�Q�D �D�Q�G �W�K�X�V �U�H�T�X�L�U�H �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H
�P�D�J�Q�L�W�X�G�H�V �D�W �E�X�V�H�V �� ��v7�� �D�Q�G �� ��v9���� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �W�R �L�P�S�O�H�P�H�Q�W �U�H�I�H�U�H�Q�F�H ������������

�:�H �F�R�Q�V�L�G�H�U �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �W�K�D�W �I�R�O�O�R�Z�V �W�K�H �W�U�L�S�S�L�Q�J �R�I �W�K�H �O�L�Q�H �W�K�D�W �F�R�Q�Q�H�F�W�V �E�X�V�H�V �� �D�Q�G ���� �5�H��
�V�X�O�W�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �)�L�J�X�U�H�V���� ������ �� �,�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V �W�K�H �W�K�H �U�R�W�R�U �V�S�H�H�G �R�I �W�K�H
�6�0 ���L�Q �+�]�� �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�� �7�K�H �V�\�V�W�H�P �G�\�Q�D�P�L�F �E�H�K�D�Y�L�R�U �I�R�U �W�K�H �&�3�& �D�Q�G �)�& �L�V �Q�R�W
�D�F�F�H�S�W�D�E�O�H�� �Z�K�L�O�H �I�R�U �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�� �L�Q�F�O�X�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �F�R�Q�W�U�R�O �O�R�R�S �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�O�\
�L�P�S�U�R�Y�H�V �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �7�K�H �)�&���0�5�9�& �S�U�R�Y�L�G�H�V �D �I�X�U�W�K�H�U �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �L�Q �W�K�H
�I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q ��> 0:1 �+�]�� �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W �W�R �W�K�H �)�&�� �$ �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�I�H�U�H�Q�F�H�V �R�I
�W�K�H �)�&���0�5�9�& �D�Q�G �)�&���9�& �I�R�U �W�K�H�'�(�5 �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V �� �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �,�W �L�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R
�Q�R�W�H �W�K�D�W �W�K�H �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �S�U�R�Y�L�G�H�G �E�\ �W�K�H �)�&���0�5�9�& �F�R�P�H�V �Z�L�W�K�R�X�W �M�H�R�S�D�U�G�L�]�L�Q�J �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �U�H��
�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �7�K�L�V �L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �2�Y�H�U�D�O�O�� �L�Q �W�K�H �F�D�V�H �R�I �D �O�L�Q�H �W�U�L�S�� �W�K�H �)�&���0�5�9�&
�S�U�R�Y�L�G�H�V �D�Q �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �L�Q �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �:�H �K�D�Y�H �D�S�S�O�L�H�G
�W�U�L�S�V �W�R �R�W�K�H�U �O�L�Q�H�V �R�I �W�K�H �Q�H�W�Z�R�U�N �D�Q�G �R�E�W�D�L�Q�H�G �V�L�P�L�O�D�U �U�H�V�X�O�W�V �D�Q�G �V�D�P�H �F�R�Q�F�O�X�V�L�R�Q�V��
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�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ����

���D���&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\ ���E�� �9�R�O�W�D�J�H �D�W �E�X�V ����

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H ����������

�:�H �V�K�R�Z �W�K�H �H�I�I�H�F�W �R�I �U�H�J�X�O�D�W�L�Q�J �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �D�W �W�K�H�'�(�5 �W�H�U�P�L�Q�D�O �E�X�V �W�K�U�R�X�J�K �L�W�V �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U
�L�Q�M�H�F�W�L�R�Q�� �L���H�� �W�K�H �9�3 �P�R�G�H�� �$ �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �L�V �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H ���������� �D�Q�G
�U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �7�K�H �9�3 �P�R�G�H �L�P�S�U�R�Y�H�V �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �Z�K�H�Q
�W�K�H �F�R�Q�W�U�R�O �L�Q�S�X�W �H�U�U�R�U �L�V� v = vref � vh �� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �D�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �>���� �@�� �W�K�L�V �P�R�G�H �D�O�V�R �L�Q�W�U�R�G�X�F�H�V
�O�D�U�J�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �S�R�Z�H�U �V�K�D�U�L�Q�J �D�P�R�Q�J �W�K�H�'�(�5 �V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �W�K�H �V�\�V�W�H�P �D�Q�G �W�K�X�V�� �X�V�L�Q�J
�L�W �L�Q�G�L�Y�L�G�X�D�O�O�\ �L�V �Q�R�W �V�X�J�J�H�V�W�H�G�� �7�K�H �9�3 �F�D�Q �V�W�L�O�O �F�R�Q�W�U�L�E�X�W�H �W�R �L�P�S�U�R�Y�H �W�K�H �R�Y�H�U�D�O�O �V�\�V�W�H�P �G�\�Q�D�P�L�F
�U�H�V�S�R�Q�V�H �L�I �X�W�L�O�L�]�H�G �Z�L�W�K �D �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\ �V�P�D�O�O �J�D�L�Q �D�Q�G �D�V �D�Q �D�X�[�L�O�L�D�U�\ �F�R�Q�W�U�R�O �W�K�D�W �F�R�R�U�G�L�Q�D�W�H�V �Z�L�W�K �R�W�K�H�U
�P�R�G�H�V�� �7�K�L�V �S�R�L�Q�W �L�V �I�X�U�W�K�H�U �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �W�K�H �U�H�P�D�L�Q�G�H�U �R�I �W�K�L�V �V�W�X�G�\��
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�:�H �Q�R�W�H �W�K�D�W�� �I�R�U �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �W�R �L�P�S�U�R�Y�H��� ! �L�Q �)�4 �K�D�V �W�R �E�H �W�K�H �R�S�S�R�V�L�W�H
�I�U�R�P �W�K�H �R�Q�H �X�W�L�O�L�]�H�G �L�Q �)�3�� �7�K�H �Q�H�H�G �I�R�U �R�S�S�R�V�L�W�H �D�F�W�L�R�Q�V �Z�K�H�Q �U�H�J�X�O�D�W�L�Q�J �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �W�K�U�R�X�J�K
�W�K�H �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �F�D�Q �E�H �D�O�V�R �R�E�V�H�U�Y�H�G �L�Q �W�K�H �V�W�U�X�F�W�X�U�H �R�I ������������ �2�Q �W�K�H
�R�W�K�H�U �K�D�Q�G�� �W�R �L�P�S�U�R�Y�H �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q��� v �Q�H�H�G�V �W�R �E�H �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G �Z�L�W�K �W�K�H �V�D�P�H �V�L�J�Q �I�R�U
�E�R�W�K �9�3 �D�Q�G �9�4 �P�R�G�H�V�� �7�K�L�V �L�V �D�J�D�L�Q �F�R�Q�V�L�V�W�H�Q�W �Z�L�W�K ������������ �Z�K�L�F�K �V�X�J�J�H�V�W�V �W�K�D�W �U�H�J�X�O�D�W�L�Q�J �W�K�H
�Y�R�O�W�D�J�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �U�H�T�X�L�U�H�V �D�F�W�L�R�Q�V �L�Q �W�K�H �V�D�P�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �I�R�U �E�R�W�K �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U�� �+�H�Q�F�H��
� ! = ! � ! ref �D�Q�G� v = vref � vh �D�U�H �F�K�R�V�H�Q �I�R�U �)�4 �D�Q�G �9�3 �L�Q �W�K�L�V �F�D�V�H �V�W�X�G�\��

�$���������������� �3�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �)�9�3���)�9�4 �&�R�Q�W�U�R�O

�,�Q �W�K�L�V �V�X�E�V�H�F�W�L�R�Q�� �Z�H �V�W�X�G�\ �W�K�H �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H�� �7�K�L�V �V�F�K�H�P�H �L�V
�F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4 �F�R�Q�W�U�R�O�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�R �)�3���)�4�� �9�3���9�4�� �D�Q�G �)�3���)�9�4�� �$ �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q
�L�V �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V �� ��p3 = 3 :22 �S�X��q3 = 0 :024 �S�X����
�7�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H �L�V �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �Z�K�H�U�H��
�W�K�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �Z�L�W�K �D�O�O�'�(�5 �F�R�Q�W�U�R�O�V �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�D�W �R�I �W�K�H �R�U�L�J�L�Q�D�O �1�H�Z
�(�Q�J�O�D�Q�G �V�\�V�W�H�P �V�H�U�Y�H �D�V �U�H�I�H�U�H�Q�F�H�V �I�R�U �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q��

���D���&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\

���E�� �9�R�O�W�D�J�H �D�W �E�X�V ����

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�I�W�H�U �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V ��

�7�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �U�H�P�D�U�N�V �D�U�H �U�H�O�H�Y�D�Q�W�� ���L�� �&�R�P�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �R�U�L�J�L�Q�D�O �V�\�V�W�H�P�� �D ���� �� �S�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �R�I�'�(�5 �V
�Z�R�U�V�H�Q�V �W�K�H �R�Y�H�U�D�O�O �G�\�Q�D�P�L�F �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �Z�K�H�Q �W�K�H�V�H �U�H�V�R�X�U�F�H�V �S�U�R�Y�L�G�H �Q�R �U�H�V�W�R�U�D�W�L�Y�H
�F�R�Q�W�U�R�O �D�F�W�L�R�Q�V�� �7�K�L�V �U�H�V�X�O�W �L�V �D�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� ���L�L�� �7�K�H �)�3���)�4 �F�R�Q�W�U�R�O �V�K�R�Z�V �D �E�H�W�W�H�U �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H��
�V�S�R�Q�V�H �W�K�D�Q �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4�� �\�H�W�� �L�W �O�H�D�G�V �W�R �D �S�R�R�U �Y�R�O�W�D�J�H �E�H�K�D�Y�L�R�U ���V�H�H �)�L�J�X�U�H�����E���� ���L�L�L��
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�&�R�Q�W�U�R�O�&�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4 �)�3���)�4 �)�9�3���)�9�4

� ! ������ �P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V

�/�R�D�G �� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�R�D�G ���� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�/�L�Q�H ������ �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�L�Q�H ���������� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V �������������� �������������� ������������ �������������� ������������ ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V �������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������

� v ������ �P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V

�/�R�D�G �� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�R�D�G ���� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�/�L�Q�H ������ �R�X�W���������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�/�L�Q�H ���������� �R�X�W���������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���������� �������������� �������� �������������� �������� ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���������� �������������� �������� �������������� �������� ��������������

�7�D�E�O�H �� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�L�H�V �D�Q�G
�F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V�� �=�,�3 �O�R�D�G�V

�$�O�W�K�R�X�J�K �W�K�H �9�3���9�4 �V�F�K�H�P�H �V�K�R�Z�V �D �Y�H�U�\ �J�R�R�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �L�W �O�H�D�G�V �W�R �D �S�R�R�U �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H��
�V�S�R�Q�V�H�� ���L�Y�� �&�R�P�E�L�Q�L�Q�J �W�K�H �)�3���)�4 �D�Q�G �9�3���9�4 �P�R�G�H�V �L�Q �D �V�L�Q�J�O�H �V�F�K�H�P�H �O�H�D�G�V �W�R �W�K�H �)�9�3���)�9�4
�Z�K�L�F�K �S�U�R�Y�L�G�H�V �W�K�H �E�H�V�W �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H �G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�P�R�Q�J �W�K�H �V�F�K�H�P�H�V �F�R�P�S�D�U�H�G��

�7�R �Y�D�O�L�G�D�W�H �W�K�H �W�X�Q�L�Q�J �R�I �W�K�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �R�I �W�K�H �F�R�Q�W�U�R�O�O�H�U�V �D�Q�G �E�X�L�O�G �W�K�H �W�U�X�V�W �R�I �W�K�H �D�G�H�T�X�D�W�H�Q�H�V�V
�R�I �W�K�L�V �W�X�Q�L�Q�J �I�R�U �W�K�H �V�\�V�W�H�P �V�W�D�E�L�O�L�W�\�� �Z�H �K�D�Y�H �D�V�V�H�V�V�H�G �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �E�H�K�D�Y�L�R�U �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �I�R�U
�D �Z�L�G�H �U�D�Q�J�H �R�I �R�S�H�U�D�W�L�Q�J �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V �D�Q�G �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H �V�F�H�Q�D�U�L�R�V�� �:�L�W�K �W�K�L�V �D�L�P�� �Z�H �K�D�Y�H �W�H�V�W�H�G
�W�K�H �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �X�Q�G�H�U �D �Y�D�U�L�H�W�\ �R�I �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�V�� �L�Q�F�O�X�G�L�Q�J �J�H�Q�H�U�D�W�R�U �W�U�L�S�S�L�Q�J�� �O�L�Q�H �R�X�W�D�J�H�V��
�V�K�R�U�W �F�L�U�F�X�L�W�V�� �D�Q�G �O�R�D�G �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q�V�� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �Z�H �K�D�Y�H �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �W�K�H �L�P�S�D�F�W �R�I �Y�D�U�\�L�Q�J �W�K�H
�Y�R�O�W�D�J�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�\ �R�I �O�R�D�G�V �E�\ �F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �D �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�P�S�H�G�D�Q�F�H �O�R�D�G �P�R�G�H�O�� �$ �V�X�P�P�D�U�\ �R�I �W�K�H
�U�H�V�X�O�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �L�V �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �7�D�E�O�H�V���� ���� �Z�K�H�U�H� ! �U�H�I�H�U�V �W�R �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H�&�2�,
�I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G� v �U�H�I�H�U�V �W�R �W�K�H �U�H�O�D�W�L�Y�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �R�I �D �E�X�V �Y�R�O�W�D�J�H �P�D�J�Q�L�W�X�G�H �W�K�D�W �L�V �O�R�F�D�O �W�R �W�K�H
�G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�� �)�R�U �H�D�F�K �V�F�H�Q�D�U�L�R�� �W�K�H �W�D�E�O�H �S�U�R�Y�L�G�H�V �W�K�H �P�D�[�L�P�X�P �U�H�O�D�W�L�Y�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H
�Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �I�H�Z �V�H�F�R�Q�G�V �I�R�U �S�U�L�P�D�U�\ �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H�V �D�I�W�H�U �W�K�H �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�� �7�K�H
�V�P�D�O�O�H�V�W �I�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�R�U �H�D�F�K �V�F�H�Q�D�U�L�R �D�U�H �P�D�U�N�H�G �L�Q �E�R�O�G�� �6�L�P�X�O�D�W�L�R�Q
�U�H�V�X�O�W�V �V�X�J�J�H�V�W �W�K�D�W�� �R�Y�H�U�D�O�O�� �W�K�H �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �O�H�D�G�V �W�R �D�Q �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �R�I �E�R�W�K �S�U�L�P�D�U�\ �I�U�H��
�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �7�K�L�V �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �L�V �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W �L�Q �F�D�V�H �R�I �D�Q �R�X�W�D�J�H
�R�I �D�6�0�� �D �O�R�D�G �V�Z�L�W�F�K�L�Q�J�� �R�U �D �O�L�Q�H �W�U�L�S�� �Z�K�L�O�H �I�R�U �V�K�R�U�W �F�L�U�F�X�L�W�V�� �)�9�3���)�9�4 �S�H�U�I�R�U�P�V �D�V �W�K�H �F�R�Q��
�Y�H�Q�W�L�R�Q�D�O �)�3���9�4�� �)�L�Q�D�O�O�\�� �Q�R�W�H �W�K�D�W �L�Q �F�R�Q�W�U�D�V�W �W�R �F�R�P�P�R�Q�O�\ �S�U�R�S�R�V�H�G �V�R�O�X�W�L�R�Q�V�� �W�K�H �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H
�H�Q�K�D�Q�F�H�P�H�Q�W �S�U�R�Y�L�G�H�G �E�\ �)�9�3���)�9�4 �F�R�P�H�V �L�Q �D�Q �L�Q�H�[�S�H�Q�V�L�Y�H �Z�D�\�� �L���H�� �Z�L�W�K�R�X�W �W�K�H �Q�H�H�G �W�R �L�Q�V�W�D�O�O
�D�Q�\ �H�[�W�U�D �H�T�X�L�S�P�H�Q�W�� �H���J�� �V�W�R�U�D�J�H �G�H�Y�L�F�H�V��

�$���������������� �3�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �9�R�O�W�D�J�H���)�U�H�T�X�H�Q�F�\ �5�H�V�S�R�Q�V�H �0�H�W�U�L�F

�:�H �V�W�X�G�\ �W�K�H �D�F�F�X�U�D�F�\ �R�I �P�H�W�U�L�F� h �� �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �&�K�D�S�W�H�U���� �W�R �D�V�V�H�V�V �W�K�H �M�R�L�Q�W �Y�R�O�W�D�J�H���I�U�H�T�X�H�Q�F�\
�U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I�'�(�5 �V�� �,�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �7�D�E�O�H�� �V�K�R�Z�V �W�K�H �Y�D�O�X�H �R�I �W�K�H �P�H�W�U�L�F �D�W �E�X�V ������ �Z�K�H�U�H�'�(�5 ��
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�&�R�Q�W�U�R�O�&�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4 �)�3���)�4 �)�9�3���)�9�4

� ! ������ �P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V

�/�R�D�G �� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�R�D�G ���� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�/�L�Q�H ������ �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�L�Q�H ���������� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V �������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V �������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������

� v ������ �P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V�P�D�[ �D�W ���� �V

�/�R�D�G �� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�R�D�G ���� �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�/�L�Q�H ������ �R�X�W�������������� ������������ ������������ ������������ ������������ ������������
�/�L�Q�H ���������� �R�X�W���������������� �������������� �������������� �������������� �������������� ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���������� �������������� �������� �������������� �������� ��������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���������� �������������� �������� �������������� �������� ��������������

�7�D�E�O�H �� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �)�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �G�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�L�H�V �D�Q�G
�F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V�� �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�P�S�H�G�D�Q�F�H �O�R�D�G�V

�/�R�D�G �P�R�G�H�O �=�,�3 �&�R�Q�V�W�D�Q�W �,�P�S�H�G�D�Q�F�H

�&�R�Q�W�U�R�O�)�3���9�4 �)�3���)�4 �)�9�3���)�9�4 �)�3���9�4 �)�3���)�4 �)�9�3���)�9�4

� 34 �D�W ���� �V�D�W ���� �V�D�W ���� �V�D�W ���� �V�D�W ���� �V�D�W ���� �V

�/�R�D�G �� �R�X�W�� �� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�/�R�D�G ���� �R�X�W���� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�*�H�Q �� �R�X�W�� �� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�/�L�Q�H ������ �R�X�W���� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�/�L�Q�H ���������� �R�X�W���� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���� ������������ ������������ �� ������������ ������������
�)�D�X�O�W �D�W �E�X�V ���� ������������ ������������ �� ������������ ������������

�7�D�E�O�H �� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �0�H�W�U�L�F� 34 ���'�(�5 ����

�L�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G�� �D�Wt = 15 �V �D�Q�G �I�R�U �W�K�H �V�D�P�H �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �L�Q �7�D�E�O�H�V���� ���� �7�K�H �Y�D�O�X�H
�R�I� 34 �L�V �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H �O�R�F�D�O �Y�R�O�W�D�J�H �D�Q�G �L�W�V �W�L�P�H �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H ��v34�� dv34=dt�� �D�Q�G �W�K�H �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q
�R�I �W�K�H�&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �V�R �W�K�D�W �W�K�H �P�H�W�U�L�F �I�R�U �)�3���9�4 �D�Wt = 15 �V
�H�T�X�D�O�V �W�R ���� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �7�D�E�O�H�V�� �D�Q�G���� ���� �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�D�W� h �F�D�Q �F�D�S�W�X�U�H �W�K�H �F�R�P�E�L�Q�H�G
�Y�R�O�W�D�J�H���I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�V�S�R�Q�V�H �Z�L�W�K �J�R�R�G �D�F�F�X�U�D�F�\�� �:�L�W�K �W�K�L�V �U�H�J�D�U�G�� �U�H�F�D�O�O �W�K�D�W �V�P�D�O�O�H�U �Y�D�O�X�H�V �R�I� h

�L�P�S�O�\ �D �E�H�W�W�H�U �G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �,�W �L�V �D�O�V�R �Z�R�U�W�K �Q�R�W�L�Q�J �W�K�D�W �L�Q �W�K�H �R�F�F�X�U�U�H�Q�F�H �R�I �D �I�D�X�O�W �D�W �E�X�V ��
�D�Q�G �I�R�U �F�R�Q�V�W�D�Q�W �L�P�S�H�G�D�Q�F�H �O�R�D�G�V�� �W�K�H �)�3���)�4 �F�R�Q�W�U�R�O �V�K�R�Z�V �W�K�H �Z�R�U�V�W �G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�U�R�P �W�K�H
�P�H�W�U�L�F �S�R�L�Q�W �R�I �Y�L�H�Z�� �D�O�W�K�R�X�J�K �L�W�V� ! �D�Q�G� v �D�U�H �Q�R�W �W�K�H �Z�R�U�V�W�� �,�Q �I�D�F�W�� �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U
�)�3���3�4 �F�R�Q�W�U�R�O �L�Q �W�K�L�V �V�F�H�Q�D�U�L�R �L�V �Z�R�U�V�H �W�K�D�Q �R�W�K�H�U �F�R�Q�W�U�R�O�O�H�U�V �D�W �W�K�H �I�L�U�V�W4 �V �R�I �W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�� �Z�K�L�F�K
�L�V �Q�R�W �V�K�R�Z�Q �L�Q �7�D�E�O�H�V�������� �D�Q�G �L�W �L�V �Q�R�W �R�E�V�H�U�Y�D�E�O�H �X�Q�O�H�V�V �Z�H �F�K�H�F�N �W�K�H �I�X�O�O �W�L�P�H���G�R�P�D�L�Q �U�H�V�S�R�Q�V�H
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�R�I �E�R�W�K �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H��� h �F�D�S�W�X�U�H�V �W�K�H�V�H �H�I�I�H�F�W�V �D�Q�G �K�H�Q�F�H�� �S�U�R�Y�L�G�H�V �D�Q �D�F�F�X�U�D�W�H �D�Q�G
�F�R�Q�Y�H�Q�L�H�Q�W �Z�D�\ �W�R �H�Y�D�O�X�D�W�H �W�K�H �M�R�L�Q�W �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �R�I�'�(�5 �V��

�$���������������� �$�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q �W�R �9�3�3�V

�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �D�V�V�X�P�H�V �W�K�D�W �W�K�H �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U���E�D�V�H�G �U�H�V�R�X�U�F�H�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V�H�V ������ ������ ���� �F�R�Q�V�L�V�W
�R�I �V�H�Y�H�U�D�O �V�P�D�O�O�H�U�'�(�5 �V �W�K�D�W �I�R�U�P �D�9�3�3�� �)�R�U �W�K�L�V �V�W�X�G�\ �Z�H �F�R�Q�V�L�G�H�U �W�K�D�W �D �Y�D�U�\�L�Q�J �S�H�U�F�H�Q�W�D�J�H
�R�I �W�K�H�9�3�3�'�(�5 �V �X�W�L�O�L�]�H �W�K�H �)�9�3���)�9�4 �V�F�K�H�P�H�� �D�Q�G �W�K�H �U�H�V�W �D�F�W �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4
�F�R�Q�W�U�R�O�� �)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �I�R�U �W�Z�R �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�V�� ���D�� �R�X�W�D�J�H �R�I �W�K�H �O�L�Q�H ������������ �D�Q�G ���E��
�G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �O�R�D�G �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V ���� ��p20 = 6 :28 �S�X��q20 = 1 :03 �S�X���� �7�K�H �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H
�F�R�P�S�D�U�H�G �E�\ �P�H�D�Q�V �R�I �W�K�H �M�R�L�Q�W �I�U�H�T�X�H�Q�F�\���Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H �P�H�W�U�L�F �D�W �E�X�V ���� ��� 34���� �Z�K�H�U�H �'�(�5 �� �L�V
�F�R�Q�Q�H�F�W�H�G�� �7�K�H �P�H�W�U�L�F �L�V �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �D�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$������������������ �$�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �W�K�H �)�9�3���)�9�4
�P�R�G�H �K�D�V �W�K�H �E�H�V�W �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �I�R�U �E�R�W�K �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�V�� �Z�K�L�F�K �F�R�Q�I�L�U�P�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �7�D�E�O�H�V����
���� �,�Q�W�H�U�H�V�W�L�Q�J�O�\�� �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4 �P�R�G�H �F�R�P�E�L�Q�H�G �Z�L�W�K ���������� �� �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �Z�R�U�V�H�Q�V �W�K�H
�W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H ���D���� �:�H �F�R�Q�F�O�X�G�H �W�K�D�W�� �G�H�S�H�Q�G�L�Q�J �R�Q �S�U�D�F�W�L�F�D�O �U�H�T�X�L�U�H�P�H�Q�W�V�� �W�K�H
�9�3�3�R�S�H�U�D�W�R�U �F�D�Q �G�H�V�L�J�Q �L�W�V �D�V�V�H�W�V �W�R �D�S�S�O�\ �D�Q�G���R�U �V�Z�L�W�F�K �E�H�W�Z�H�H�Q �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V��

���D�� �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �R�X�W�D�J�H �R�I �O�L�Q�H ����������

���E�� �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�D�G �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �D�W �E�X�V ����

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�%���� �±� 34 ���'�(�5 ���� �I�R�U �)�9�3���)�9�4 �D�S�S�O�L�H�G �W�R �D �S�R�U�W�L�R�Q �R�I�9�3�3�D�V�V�H�W�V

�$���������������� �,�P�S�D�F�W �R�I �/�L�Q�H �5�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���5�H�D�F�W�D�Q�F�H �5�D�W�L�R
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�,�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �Z�H �V�W�X�G�\ �W�K�H �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �Z�K�H�Q �D�S�S�O�L�H�G �W�R�'�(�5 �V �L�Q�W�H�J�U�D�W�H�G
�Z�L�W�K�L�Q�'�1 �V�� �7�R �V�W�X�G�\ �W�K�H�'�1 �H�I�I�H�F�W�� �W�K�HR=X �U�D�W�L�R�V �R�I �W�K�H �I�H�H�G�H�U�V �W�K�D�W �F�R�Q�Q�H�F�W �W�K�H�'�(�5 �V �W�R �W�K�H
�V�\�V�W�H�P �D�U�H �D�O�W�H�U�H�G �V�R �W�K�D�WR=X � 1�� �7�K�H �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I� 34 �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V �L�V �S�U�H�V�H�Q�W�H�G
�L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �Z�K�H�U�H �Z�H �K�D�Y�H �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ���� �D�Wt = 1 �V�� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �D�U�H
�Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �V�R �W�K�D�W �I�R�U �)�3���9�4� 34 �H�T�X�D�O�V �W�R �� �D�Wt = 30 �V �Z�K�H�QR=X � 1�� �:�K�H�QR � X �� �D�O�O
�'�(�5 �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V �K�D�Y�H �D �E�H�W�W�H�U �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H�� �,�W �L�V �L�Q�W�H�U�H�V�W�L�Q�J �W�R �R�E�V�H�U�Y�H �W�K�D�W �I�R�UR � X �� �9�3���9�4
�K�D�V �W�K�H �O�D�U�J�H�V�W �L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �D�P�R�Q�J �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G �P�R�G�H�V�� �7�K�H �V�D�P�H �H�I�I�H�F�W �F�D�Q �D�O�V�R �E�H �R�E�V�H�U�Y�H�G
�X�Q�G�H�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �G�L�V�W�X�U�E�D�Q�F�H�V �L�Q �W�K�L�V �W�H�V�W �V�\�V�W�H�P�� �)�L�Q�D�O�O�\�� �W�K�H �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �V�K�R�Z�V �W�K�H �E�H�V�W �R�Y�H�U�D�O�O
�G�\�Q�D�P�L�F �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�P�R�Q�J �W�K�H �P�R�G�H�V �F�R�P�S�D�U�H�G��

���D�� �)�3���9�4 ���E�� �)�3���)�4

���F�� �9�3���9�4 ���G�� �)�9�3���)�9�4

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ����

�$���������������� �,�P�S�D�F�W �R�I �'�(�5 �3�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �/�H�Y�H�O

�,�Q �W�K�L�V �V�F�H�Q�D�U�L�R �Z�H �V�W�X�G�\ �W�K�H �L�P�S�D�F�W �R�I �W�K�H �V�K�D�U�H �R�I�'�(�5 �V �W�R �W�K�H �W�R�W�D�O �J�H�Q�H�U�D�W�L�R�Q �P�L�[ �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P
�R�Q �W�K�H �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �V�F�K�H�P�H�� �7�R �W�K�L�V �D�L�P�� �D�Q�G �L�Q �D�G�G�L�W�L�R�Q �W�R �W�K�H�'�(�5 �V �D�W
�E�X�V�H�V ������ ������ �������'�(�5 �V �D�U�H �D�O�V�R �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �E�X�V�H�V ���� �D�Q�G ������ �E�\ �U�H�S�O�D�F�L�Q�J �W�K�H �O�R�F�D�O�6�0�V�� �$�V �D
�F�R�Q�V�H�T�X�H�Q�F�H�� �W�K�H �S�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �R�I�'�(�5 �V �W�R �W�K�H �P�R�G�L�I�L�H�G �,�(�(�( ���� �E�X�V �V�\�V�W�H�P �L�Q�F�U�H�D�V�H�V �W�R ���� ���� �$
�W�L�P�H���G�R�P�D�L�Q �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �L�V �F�D�U�U�L�H�G �R�X�W �E�\ �D�S�S�O�\�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ���� �D�Wt = 1 �V �D�Q�G
�U�H�V�X�O�W�V �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �$�V �L�W �F�D�Q �E�H �V�H�H�Q�� �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J �W�K�H�'�(�5 �S�H�Q�H�W�U�D�W�L�R�Q �I�U�R�P ���� �W�R
���� ���� �D�O�W�K�R�X�J�K �L�W �O�H�D�G�V �W�R �D �Z�R�U�V�H �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �L�W �G�R�H�V �Q�R�W �G�H�W�H�U�L�R�U�D�W�H �W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �U�H�J�X�O�D�W�L�R�Q
�R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �Z�K�L�F�K �L�Q�W�H�U�H�V�W�L�Q�J�O�\�� �V�O�L�J�K�W�O�\ �L�P�S�U�R�Y�H�V�� �&�R�P�S�D�U�H�G �W�R �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F �)�3���9�4�� �W�K�H �)�3���)�4
�R�X�W�S�H�U�I�R�U�P�V �L�Q �W�H�U�P�V �R�I �I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� �E�X�W �O�H�D�G�V �W�R �D �S�R�R�U �Y�R�O�W�D�J�H �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �$�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �W�K�H �G�X�D�O
�H�I�I�H�F�W �K�R�O�G�V �Z�K�H�Q �W�K�H �9�3���9�4 �V�F�K�H�P�H �L�V �D�S�S�O�L�H�G�� �0�R�V�W �L�P�S�R�U�W�D�Q�W�O�\�� �W�K�H �)�9�3���)�9�4 �F�R�Q�W�U�R�O �O�H�D�G�V �W�R
�W�K�H �E�H�V�W �G�\�Q�D�P�L�F �E�H�K�D�Y�L�R�U �D�P�R�Q�J �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G �F�R�Q�W�U�R�O �P�R�G�H�V��

�$���������������� �,�P�S�D�F�W �R�I �6�\�V�W�H�P �*�U�D�Q�X�O�D�U�L�W�\
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���D���&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� ���� ���'�(�5 �V ���E���&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\�� ���� ���'�(�5 �V

���F�� �%�X�V ���� �Y�R�O�W�D�J�H�� ���� ���'�(�5 �V ���G�� �%�X�V ���� �Y�R�O�W�D�J�H�� ���� ���'�(�5 �V

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �W�K�H �O�R�V�V �R�I �*�H�Q ����

�,�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �Z�H �I�R�F�X�V �R�Q �W�K�H �H�I�I�H�F�W �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�¶�V �J�U�D�Q�X�O�D�U�L�W�\ �D�Q�G �I�X�U�W�K�H�U �H�Y�D�O�X�D�W�H �W�K�H �H�[�D�P�L�Q�H�G
�F�R�Q�W�U�R�O �Z�K�H�Q �H�P�S�O�R�\�H�G �I�R�U �U�H�V�R�X�U�F�H�V �D�W �W�K�H �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �O�H�Y�H�O�� �7�R �W�K�L�V �D�L�P�� �D �P�R�U�H �G�H�W�D�L�O�H�G �P�R�G�H�O�L�Q�J
�R�I �W�K�H�'�1 �D�Q�G �O�R�D�G�V �L�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G�� �,�Q �S�D�U�W�L�F�X�O�D�U�� �H�D�F�K �R�I �W�K�H�6�0�V �D�W �E�X�V�H�V ���������� �D�Q�G �O�R�D�G�V �D�W
�Q�H�L�J�K�E�R�U �E�X�V�H�V �L�V �V�X�E�V�W�L�W�X�W�H�G �E�\ �W�K�H�'�1 �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H�� �>���� �@ ���I�R�U �L�O�O�X�V�W�U�D�W�L�R�Q�� �R�Q�O�\ �R�Q�H�'�1 �L�V �V�K�R�Z�Q
�L�Q �)�L�J�X�U�H������ �$�V �D �E�\�S�U�R�G�X�F�W�� �W�K�H �L�Q�V�W�D�Q�W�D�Q�H�R�X�V�'�(�5 �S�R�Z�H�U �J�H�Q�H�U�D�W�L�R�Q �L�V �L�Q�F�U�H�D�V�H�G �W�R ���� ���� �/�R�D�G�V
�L�Q �W�K�L�V �H�[�D�P�S�O�H �D�U�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G �X�V�L�Q�J �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �P�R�G�H�O �S�U�R�S�R�V�H�G �L�Q �>���� �@�� �0�R�U�H�R�Y�H�U�� �W�R �D�F�F�R�X�Q�W �I�R�U
�W�K�H �S�U�R�[�L�P�L�W�\ �R�I �O�R�D�G�V�� �I�R�U �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �L�P�E�D�O�D�Q�F�H�V�� �D�Q�G �I�R�U �S�R�V�V�L�E�O�H �K�D�U�P�R�Q�L�F�V �R�I �W�K�H �S�R�Z�H�U �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U�V��
�Q�R�L�V�H �L�V �D�G�G�H�G �R�Q �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H �D�Q�J�O�H �D�W �H�Y�H�U�\ �E�X�V �R�I �W�K�H�'�1 �� �1�R�L�V�H �L�V �P�R�G�H�O�H�G �D�V �D�Q �2�U�Q�V�W�H�L�Q��
�8�K�O�H�Q�E�H�F�N�¶�V �S�U�R�F�H�V�V �Z�L�W�K �*�D�X�V�V�L�D�Q �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �>���� �� ���� �@�� �:�H �F�D�U�U�\ �R�X�W �D �W�L�P�H���G�R�P�D�L�Q �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q
�F�R�Q�V�L�G�H�U�L�Q�J �W�K�H �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V �����&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �)�3���9�4 �D�Q�G �)�9�3���)�9�4 �P�R�G�H�V
�L�V �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �D�Q�G �L�Q�G�L�F�D�W�H�V �W�K�D�W �)�9�3���)�9�4 �O�H�D�G�V �W�R �D �E�H�W�W�H�U �G�\�Q�D�P�L�F �E�H�K�D�Y�L�R�U�� �1�R�W�H
�W�K�D�W �W�K�H �F�R�Q�W�U�R�O �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �L�V �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �H�[�S�H�F�W�H�G �W�R �E�H �P�R�U�H �H�I�I�H�F�W�L�Y�H �D�Q�G �W�K�X�V �O�H�D�G �W�R �O�D�U�J�H�U
�L�P�S�U�R�Y�H�P�H�Q�W �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�¶�V �U�H�V�S�R�Q�V�H�� �W�K�H �K�L�J�K�H�U �L�V �W�K�H �F�R�X�S�O�L�Q�J �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H
�S�R�Z�H�U �I�O�R�Z�V�� �L���H�� �D�W �O�R�Z�H�U �Y�R�O�W�D�J�H �O�H�Y�H�O�V �D�Q�G�'�1 �D�S�S�O�L�F�D�W�L�R�Q�V�� �7�K�L�V �L�V �F�R�Q�I�L�U�P�H�G �E�\ �)�L�J�X�U�H���� �� �Z�K�H�Q
�F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �U�H�V�X�O�W�V �G�L�V�F�X�V�V�H�G �L�Q �S�U�H�Y�L�R�X�V �V�H�F�W�L�R�Q�V �R�I �W�K�L�V �F�D�V�H �V�W�X�G�\�� �I�R�U �H�[�D�P�S�O�H �Z�L�W�K �)�L�J�X�U�H���� ��
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�7�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �S�U�H�V�H�Q�W�V �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �U�H�V�X�O�W�V �R�Q �W�K�H�9�'�/ �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �W�H�F�K�Q�L�T�X�H�V �G�H�V�F�U�L�E�H�G �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q��������
�5�H�F�D�O�O �I�U�R�P �6�H�F�W�L�R�Q������ �W�K�D�W �������������� �������������� �D�O�W�K�R�X�J�K �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G�� �W�K�H�\ �D�U�H �L�Q �J�H�Q�H�U�D�O �V�L�P�S�O�H�U �W�R �X�V�H
�L�Q �S�U�D�F�W�L�F�H �F�R�P�S�D�U�H�G �W�R �������������� �D�Q�G �W�K�H�\ �F�D�Q �E�H �U�H�D�G�L�O�\ �L�P�S�O�H�P�H�Q�W�H�G �H�[�F�O�X�V�L�Y�H�O�\ �W�K�U�R�X�J�K �V�W�D�Q�G�D�U�G
�S�R�Z�H�U �D�Q�G �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V�� �)�R�U �W�K�L�V �U�H�D�V�R�Q�� �L�Q �6�H�F�W�L�R�Q�$�����������������Z�H �X�V�H �������������� ������������
�D�Q�G �V�K�R�Z �W�K�H�L�U �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �I�R�U�9�'�/ �V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �D�W �W�K�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �D�Q�G �G�L�V�W�U�L�E�X�W�L�R�Q �O�H�Y�H�O�� �7�K�H�Q��
�6�H�F�W�L�R�Q�$�����������������I�X�U�W�K�H�U �G�L�V�F�X�V�V�H�V �W�K�H �D�F�F�X�U�D�F�\ �R�I �W�K�H�V�H �I�R�U�P�X�O�D�V �E�\ �S�U�R�Y�L�G�L�Q�J �D �F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �Z�L�W�K
�W�K�H �H�[�D�F�W �\�H�W �P�R�U�H �L�Q�Y�R�O�Y�H�G �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �J�L�Y�H�Q �L�Q ��������������
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���D���&�2�,�I�U�H�T�X�H�Q�F�\

���E�� �9�R�O�W�D�J�H �D�W �E�X�V ����

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�$���� �± �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�V�S�R�Q�V�H �D�I�W�H�U �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �O�R�D�G �D�W �E�X�V ��

�$���������������� �3�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �I�R�U�P�X�O�D�V �������������� ������������

�:�H �I�L�U�V�W �F�R�Q�V�L�G�H�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I�9�'�/ �V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �D�W �W�K�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �O�H�Y�H�O�� �7�K�H�:�6�&�& �V�\�V�W�H�P�� �Z�K�L�F�K
�U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �D �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �V�\�V�W�H�P �Z�L�W�KRhk =Xhk � 1 �L�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �W�R �W�K�L�V �D�L�P�� �)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V
�W�K�H �U�D�W�L�R� p0

8=� p8 �I�R�U �Y�D�U�\�L�Q�J
 p��
 q �R�I �D�9�'�/ �D�W �E�X�V ���� �7�K�H �F�X�U�Y�H�V �L�Q�G�L�F�D�W�H �W�K�D�W �W�K�H �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I
�
 p;8 �R�Q
 q;8 �L�V �Q�H�J�O�L�J�L�E�O�H�� �7�K�L�V �U�H�V�X�O�W �L�V �J�H�Q�H�U�D�O �D�Q�G �Z�H �K�D�Y�H �F�R�Q�I�L�U�P�H�G �L�W �W�K�U�R�X�J�K �V�H�Y�H�U�D�O �W�H�V�W�V �R�Q
�G�L�I�I�H�U�H�Q�W �V�\�V�W�H�P�V �D�Q�G �O�R�D�G�L�Q�J �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �)�U�R�P �)�L�J�X�U�H���� �� �R�Q�H �F�D�Q �D�O�V�R �G�H�G�X�F�H �W�K�D�W �W�K�H �F�R�U�U�H�F�W�L�Y�H
�I�D�F�W�R�U �L�Q ������������ �L�V� � 0:1 �Z�K�L�F�K�L�V �D�E�R�X�W �W�K�H �U�D�W�L�RRhk =Xhk �R�I �W�K�H �O�L�Q�H�V �W�K�D�W �F�R�Q�Q�H�F�W �E�X�V �� �W�R �W�K�H �U�H�V�W
�R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P�� �)�L�J�X�U�H�V���� ������ �V�K�R�Z �W�K�H �S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H �R�I �������������� ������������ �I�R�U �V�H�Y�H�U�D�O �Y�D�O�X�H�V �R�I
 p;8��
 q;8��

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �5�D�W�L�R�V �R�I �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �Y�V �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V

�:�H �F�R�Q�V�L�G�H�U �W�K�H �F�D�V�H �R�I�9�'�/ �V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �D�W �W�K�H�'�1 �O�H�Y�H�O�� �I�R�U �Z�K�L�F�K �W�K�H �F�R�Q�G�L�W�L�R�QBhk � Ghk
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�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p;8 (
 p;8 2f 0; 1; 2; 3g)

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 q;8 (
 q;8 2f 0; 1; 2; 3g)

�K�R�O�G�V�� �:�L�W�K �W�K�L�V �D�L�P�� �W�K�H �,�(�(�( �������E�X�V �V�\�V�W�H�P �L�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �I�R�U �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q�V�� �7�K�L�V �V�\�V�W�H�P �L�Q�F�O�X�G�H�V
�D �U�H�J�L�R�Q �D�W �������� �N�9 ���E�X�V�H�V �� �D�Q�G ������������ �W�K�H �O�L�Q�H�V �R�I �Z�K�L�F�K �D�U�H �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�G �E�\ �D �U�D�W�L�RRhk =Xhk 2
[0:47; 0:63]�� �Z�L�W�K �V�R�P�H �O�L�Q�H�V �Z�L�W�K �D �U�D�W�L�R �J�U�H�D�W�H�U �W�K�D�Q �� ���O�L�Q�H �����±�������� �)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�D�W�L�R
� p0

14=� p14 �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G �D�W �W�K�H �H�Q�G �R�I �W�K�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �I�R�U �D �U�D�Q�J�H �R�I �Y�D�O�X�H�V �R�I
 p�� �7�K�H �F�R�Q�W�L�Q�J�H�Q�F�\ �L�V
�W�K�H �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V ���� �%�D�V�H�G �R�Q �V�H�Y�H�U�D�O �W�H�V�W�V�� �Z�H �K�D�Y�H �G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G �W�K�D�W� � 0:35
�I�R�U �V�\�V�W�H�P�V �Z�K�H�U�HRhk =Xhk � 1�� �)�L�J�X�U�H�V���� �D�Q�G���� �G�H�S�L�F�W �W�K�H �H�V�W�L�P�D�W�H�G �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W �R�I
�W�K�H �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W �R�I �W�K�H�9�'�/ �V �D�W �E�X�V�H�V ���� �D�Q�G ������ �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �7�K�H �D�F�F�X�U�D�F�\ �R�I �W�K�H
�H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �L�V �R�Y�H�U�D�O�O �Y�H�U�\ �J�R�R�G�� �D�O�W�K�R�X�J�K �L�W �V�O�L�J�K�W�O�\ �G�H�F�U�H�D�V�H�V �I�R�U �K�L�J�K�H�U �Y�D�O�X�H�V �R�I
 p��

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �5�D�W�L�R �R�I �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�V �Y�V �Y�R�O�W�D�J�H �H�[�S�R�Q�H�Q�W�V

�$���������������� �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �������������� ������������ �Z�L�W�K ������������

�)�L�J�X�U�H���� �V�K�R�Z�V �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�E�W�D�L�Q�H�G �I�R�U �W�K�H�:�6�&�& �V�\�V�W�H�P �Z�K�H�U�H �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V �� �L�V �D�9�'�/ �Z�L�W�K

 p = 2 �D�Q�G
 q = 1 :5�� �7�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �U�H�I�H�U�V �W�R �W�K�H �G�L�V�F�R�Q�Q�H�F�W�L�R�Q �R�I ���� �� �R�I �W�K�H �O�R�D�G �D�W �E�X�V ���� �5�H�V�X�O�W�V
�V�K�R�Z �W�K�D�W ������������ �L�V�� �D�V �H�[�S�H�F�W�H�G�� �P�R�U�H �S�U�H�F�L�V�H �W�K�D�Q �W�K�H �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V �������������� ��������������
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�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p;14 (
 p;1 2f 0; 1; 2; 3g)

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �)�U�R�P �O�H�I�W �W�R �U�L�J�K�W �D�Q�G �W�R�S �W�R �E�R�W�W�R�P���
 p12 (
 p;12 2f 0; 1; 2; 3g)

�(�T�X�D�W�L�R�Q ������������ �L�V�� �L�Q �I�D�F�W�� �D�Q �H�[�D�F�W �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q �D�Q�G �L�W�V �D�F�F�X�U�D�F�\ �G�H�S�H�Q�G�V �H�[�F�O�X�V�L�Y�H�O�\ �R�Q �W�K�H �D�F��
�F�X�U�D�F�\ �R�I �W�K�H �P�H�D�V�X�U�H�P�H�Q�W�V �R�I�� h �� �� k �� �,�I �W�K�HR=X �U�D�W�L�R �R�I �W�K�H �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �O�L�Q�H�V �R�I �W�K�H �V�\�V�W�H�P �L�V
�F�K�D�Q�J�H�G �W�R �U�H�V�H�P�E�O�H �W�K�D�W �R�I �D�'�1 �� ������������ �D�S�S�H�D�U�V �D�O�V�R �Q�X�P�H�U�L�F�D�O�O�\ �P�R�U�H �U�R�E�X�V�W �W�K�D�Q �L�W�V �D�S�S�U�R�[�L��
�P�D�W�H�G �F�R�X�Q�W�H�U�S�D�U�W�V�� �V�H�H �)�L�J�X�U�H�����E��
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���D�� �5�D�W�L�R �R�I �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �O�L�Q�H�V��R=X � 1

���E�� �5�D�W�L�R �R�I �W�U�D�Q�V�P�L�V�V�L�R�Q �O�L�Q�H�V��R=X � 1

�)�L�J�X�U�H ���� �± �8�V�H �&�D�V�H �)�&�B�(���� �± �(�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I�9�'�/ �D�W �E�X�V ��
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�$�������� �$�J�J�U�H�J�D�W�H�G �9�3�3 �0�R�G�H�O

�$������������ �0�R�G�H�O �9�D�O�L�G�D�W�L�R�Q

�$ �U�H�D�O���W�L�P�H �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q �L�Q �0�D�W�O�D�E���6�L�P�X�O�L�Q�N �L�V �X�W�L�O�L�]�H�G �L�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q �W�R �Y�D�O�L�G�D�W�H �W�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �D�J�J�U�H��
�J�D�W�L�R�Q �P�R�G�H�O �D�J�D�L�Q�V�W �D �I�X�O�O�\���I�O�H�G�J�H�G�(�O�H�F�W�U�R�P�D�J�Q�H�W�L�F �7�U�D�Q�V�L�H�Q�W ���(�0�7���9�3�3�P�R�G�H�O�� �7�K�H �W�H�V�W�H�G�9�3�3
�L�V �V�K�R�Z�Q �L�Q �)�L�J�X�U�H���� �� �,�W �F�R�Q�V�L�V�W�V �R�I �� �*�)�/���'�* �V�� �� �*�)�0���'�* �V �D�Q�G �� �O�R�D�G�V �F�R�Q�Q�H�F�W�H�G �W�R �D�Q �L�Q�I�L�Q�L�W�H
�E�X�V�� �Z�K�L�F�K �L�V �P�R�G�H�O�H�G �D�V �D�Q �L�G�H�D�O �Y�R�O�W�D�J�H �V�R�X�U�F�H �Z�L�W�K �F�R�Q�W�U�R�O�O�H�G �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �Y�R�O�W�D�J�H�� �7�K�H �Q�R�P��
�L�Q�D�O �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �L�V ���� �+�]�� �7�K�H �E�D�V�H �Y�R�O�W�D�J�H �L�V ���� �N�9 �D�Q�G �W�K�H �E�D�V�H �S�R�Z�H�U �L�V �� �0�:���'�* �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V��
�D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �Y�R�O�W�D�J�H���F�X�U�U�H�Q�W �V�R�X�U�F�H �P�R�G�H�O �V�H�W�W�L�Q�J�V�� �D�Q�G�'�* �F�R�Q�Y�H�U�W�H�U �S�D�U�D�P�H�W�H�U�V �D�U�H �J�L�Y�H�Q �L�Q �>���� �@��

�)�L�J�X�U�H ���� �± �9�3�3 �W�R�S�R�O�R�J�\ �I�R�U �(�0�7 �V�L�P�X�O�D�W�L�R�Q

�:�H �V�K�R�Z �W�K�H �D�F�F�X�U�D�F�\ �R�I �W�K�H �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �P�R�G�H�O �L�Q �U�H�V�S�R�Q�V�H �W�R �D �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q �D�W �W�K�H�3�2�&��
�7�K�H �L�Q�L�W�L�D�O �V�W�H�D�G�\���V�W�D�W�H �L�V �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�G �E�\ ���� �+�] �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �D�Q�G �� �S�X �Y�R�O�W�D�J�H �D�W �W�K�H�3�2�&�� �$�Wt = 2 �V��
�W�K�H �I�U�H�T�X�H�Q�F�\ �R�I �W�K�H �L�G�H�D�O �V�R�X�U�F�H �V�W�D�U�W�V �G�H�F�U�H�D�V�L�Q�J �I�U�R�P ���� �+�] �V �W�R ���������� �+�] �Z�L�W�K �D ������ �+�]���V �V�O�R�S�H��
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�S�R�Z�H�U �F�R�P�S�H�Q�V�D�W�L�R�Q�� �%�H�F�D�X�V�H �R�I �W�K�H�V�H �H�I�I�H�F�W�V�� �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �D�Q�G �U�H�D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U�V �R�I �W�K�H �*�)�/���'�* �D�U�H
�F�R�X�S�O�H�G �G�X�U�L�Q�J �W�K�H �W�U�D�Q�V�L�H�Q�W�� �7�K�L�V �O�H�D�G�V �W�R �W�K�H �V�S�L�N�H �L�Q �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �D�W �W�K�H �L�Q�V�W�D�Q�W �R�I �W�K�H �Y�R�O�W�D�J�H
�F�K�D�Q�J�H�� �7�K�H �D�J�J�U�H�J�D�W�H�G �P�R�G�H�O �V�K�R�Z�V �D �O�R�Z�H�U �S�H�D�N �R�Q �W�K�H �D�F�W�L�Y�H �S�R�Z�H�U �W�K�D�Q �W�K�H �G�H�W�D�L�O�H�G�9�3�3��
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�7�K�H �V�X�E���W�U�D�Q�V�L�H�Q�W �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q �L�V �G�X�H �W�R �W�K�H �G�\�Q�D�P�L�F �F�R�X�S�O�L�Q�J �E�H�W�Z�H�H�Q �W�K�H �V�Z�L�Q�J �H�T�X�D�W�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H
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